Fiche CU2 - Relativité genérale (RG)

Contexte de la relativité générale (« RG »)

La mécanique newtonienne évalue la cinématique et la dynamique d’un objet
soumis a des forces extérieures. La RR explique les lois de passage d’un référentiel
a un autre en mouvement relatif. La contradiction entre gravitation newtonienne
et principes fondamentaux de la relativité restreinte pour I’espace-temps a fait
émerger la RG. © commons.wikimedia.org — Gadarensis |

.
Espace figé Espace-temps courbé
(loi de I'attraction universelle de Newton) (théorie de la relativité d'Einstein)

Principe de Mach

L'inertie des objets matériels serait induite par « I'ensemble des autres masses
présentes dans l'univers », par une interaction non spécifiée. Ce principe a été forgé
par extension du principe de relativité aux questions d'inertie : pour Mach, il n’y a
pas d'accélération ou de rotation par rapport & un espace absolu mais une
accélération par rapport a des masses lointaines.

Principe d’équivalence d’Einstein

La structure de I’espace-temps est généralisée en RG de par ce principe issu de
I’universalité de la chute libre :

En tout point d’espace-temps, on peut choisir un systtme de coordonnées
localement inertiel tel que, dans une région suffisamment petite, les lois de la
physique ont la méme forme que celles d’un systéme de coordonnées cartésiennes
non-accéléré en I’absence de gravitation. Ainsi, les lois, dans ces référentiels
inertiels, sont localement lorentziennes comme en relativité restreinte.

Principe de covariance géneralisé et formulation covariante des équations

Les lois s’écrivent identiquement quel que soit le référentiel choisi.

Elles sont invariantes sous les changements de coordonnées de 1’espace-temps.
Les difféeomorphismes de I’espace-temps étant le groupe de jauge de la relativité
générale, les quantités physiques observables doivent étre invariantes par



difféomorphismes. En RR, I’utilisation de tenseurs permet d’obtenir des équations
covariantes. En RG la notion de tenseur est étendue.

Tenseur 4 x 4 d’énergie—impulsion de la masse et I’énergie dans I'espace-temps.
Ty : densité d’énergie, Pour i =1, 2, 3 : Tjy : densité de I’impulsion suivant i,
T;; : pression sur une surface unité de vecteur dirigé par i,

Ty; : flux d’énergie a travers une surface unité de vecteur dirigé par i.

Equations d’Einstein

Equation dynamique décrivant comment la matiére et I'énergie modifient la
géomeétrie de l'espace-temps. La courbure de la géométrie autour d'une source de
matiere est alors vue comme son champ gravitationnel. Le mouvement des objets
dans ce champ est décrit par I'équation de sa géodésique.

Espace-temps courbe

Le champ gravitationnel n’est pas uniforme et deux référentiels infiniment proches
different comme le systeme de coordonnées localement inertiel. L’espace-temps a
une courbure due a ce champ gravitationnel. Les astres (masses, dynamiques) de
I’univers et la courbure de I’espace-temps sont interactifs. La dynamique des
systémes devant étre vérifiée dans tous référentiels, les équations d’Einstein sont
tensorielles. La mesure d’une distance entre deux points de 1I’espace-temps est
calculée via la métrique g,,, variant selon la position, formant une variété pseudo-
riemannienne, qui, d’aprés la RR, possede 4 dimensions avec une métrique de
signature (-, +, +, +) (variéte lorentzienne). g,,, décrit les propriétés metriques et
causales de I’espace-temps et aussi le champ gravitationnel. C’est donc un élément
dynamique, explicité par les équations d’Einstein, qui définit le tenseur de
courbure de I’espace-temps et le tenseur énergie-impulsion en matiére et énergie

de l’univers. © commons.wikimedia.org — Absolute_geometry_el, Marek M |
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Tenseur de torsion

Avec celui de courbure, il permet d’évaluer comment une base mobile évolue le long
des courbes, comme dans le cadre des variétés.

Pour une courbe assimilée au cercle osculateur, la torsion signifierait I’intensité
d’extraction du plan de ce cercle en vrillant. Le tenseur de torsion, champ tensoriel,
concerne les variétés différentielles munies d'une connexion D. Il est défini par :
T(X,Y):=DxY—DyX—[X,Y], ou [X,Y] est le crochet de Lie des champs de
vecteurs X et Y. La connexion est dite sans torsion quand ce tenseur est
constamment nul comme la connexion de Levi-Civita en géométrie riemannienne.

Tenseur de Riemann

Le tenseur de courbure de Riemann-Christoffel R exprime la courbure de variété
riemannienng, ou de celle munie d'une connexion affine, avec ou sans torsion.
Pour deux géodésiques d'un espace courbe, paralléles au voisinage d'un point P,

le tenseur de courbure de Riemann indique I'évolution de 1’écart entre celles-ci et
plus I'espace est courbe, plus elles se rapprochent ou s'éloignent rapidement.

Le tenseur de courbure R s’exprime avec une connexion affine ou de Levi-Civita
I' de sorte que, pour tous champs de vecteurs u, v et w de la variété M ;

R, v)w :=V,V,w — V,V,w — V[, yw, ol [.,.] est le crochet de Lie.

R(u,v) est une transformation linéaire sur I'espace tangent de la variété.

Pour une métrique g;; definie, les symboles de Christoffel (connexion affine) sont :

D1 . R _ 0gik
L = 2 2m glm(gmk;l + 8mik — 8ki; m) OU 8itg1 = 3,1 -

; . _ A A
Le tenseur de courbure (Riemann) est: Ry, = nfv;v - F;fv; v+ 2alay -l

Tenseur de Ricci

C’est un tenseur de rang 2, symétrique, trace du tenseur de courbure complet.

Il s’assimile au laplacien du tenseur métrique riemannien pour les variétés
riemanniennes. Contraction du tenseur de courbure de Riemann : Ry, =R%yq.
Courbure scalaire, scalaire de Ricci

En géométrie riemannienne, la courbure scalaire mesure la courbure d'une variété
riemannienne. Cet invariant riemannien est en effet une fonction qui pour chaque
point de la variété fournit un nombre réel R y évaluant la courbure intrinseque.
En 4D et plus, d'autres invariants sont nécessaires a la mesure.

Elle est la trace du tenseur de Ricci relativement a la métrique : R = g*R,,.

Tenseur et transformation de Weyl

Partie du tenseur de Riemann sans trace pour une dimension d’espace n :

Capys = Rogys — (1/(n — 2))(Ryy8ps — Ras8py + RpsBay — RpyBas) +

(1/(n = 1)(n — 2))(8ay8ps — Eas8py)R. O @ bien C},,, = 0.

Une transformation de Weyl, mise a I'échelle locale du tenseur métrique

8ap = e“”(")gaB qui produit une autre métrique dans la méme classe conforme,
laisse le tenseur de Weyl et la connexion de Weyl (pas de Levi-Civita) invariants.



Tenseur de courbure et métrique

Soit une variété affine M de dimension n : variété munie d'une connexion affine V.
On obtient le tenseur de courbure, ou tenseur de Riemann, R, d’apreés cette
connexion définie pour u, v et w, champs de vecteurs sur la variété avec :

R, v)w :=V,V,w — V,V,w — Vj, yw,

On munit la variété affine M d'un tenseur métrique g : (M, g) est alors une variété
riemannienne, et on peut définir une courbure a valeurs réelles par :

R(u,v,w,z) = g(R(u, V)W, 2) = g, R,,cu'vPw’z* =z, R,
En prenant sa trace (par rapport a u, v), on obtient le tenseur de courbure de Ricci,
dont la trace, a nouveau, donne la courbure scalaire, fonction de M - R.

u'vPwe.

Identités de Bianchi (Rappel)

Ruvpc;t + Ruvtp; ot Ruvct; p= 0.En

déplacant parallelement le vecteur A le (x,y,2+dz) ‘_/_
long d'une des faces du cube élémentaire ‘

suivant I'une des fleches colorées, il est :
modifié de 8A. Pour la face en x + dx I )
(contour fléché orange), L (xt+dx,y+dy,z)
—8A” = R%, (x + dx)APdydz. La face

opposée en x, —8A” = R%,,(x)APdydz.
(04

R
Byz A8 — B
ox APdxdydz = R%, (A" dxdydz.

De méme pour les autres faces et on obtient : 8A% = R%y, . + R%xy + R%yy 2

(x,y,2) (x+dx,y,z)

d
La somme des deux donne :

A parcourant les six faces, chaque aréte est parcourue une fois dans un sens,

et une fois dans l'autre, le tenseur de Riemann linéaire, leurs contributions
s'annulent donc deux a deux et 8A = 0 pour un tel parcours.

On obtient : Ryyper + Ruvep,o + Ruvorp = 0, PUIS Ryypg; v+ + Ryuyvep; 6 + Rpvorp =0
par passage aux derivées covariantes car en coord. normales de Riemann lesT = 0.

Equation d’Einstein (Ein)

Equation fondamentale de la RG, elle est tensorielle et généralise I'équation de
Poisson, forme locale de la loi de la gravitation universelle de Newton (Cf. PC1).
en reliant par proportionnalité les tenseurs (covariants, symétriques de rang 2
dans la variété 4D de ’espace-temps) : géométrique d'Einstein, Ry, a celui de
I’énergie-impulsion, T,,. Elle comprend un ensemble d'équations différentielles
aux dérivées partielles non-linéaires du second ordre et s'exprime avec 10
équations scalaires dans un systéme de coordonnées locales défini. La premiére
identité de Bianchi réduit de 4 ces équations dans ce systeme. L'équation
d'Einstein induit donc 6 équations indépendantes. La constante cosmologique, A,

fut introduite pour permettre des solutions statiques au modéle cosmologique.

1 - _ 1 . _8mG
Ruv ) gpvR + Aguv - XTp.w Rp.v = X(Tuv -3 gp.vT) + Aguv- Ouy= 6_4' .



Etablissement de 1’équation d’Einstein

Des identités de Bianchi : Rp6;+ + Ryuvep; 6 * Ruver; p = 0, ON déduit
gaﬁ(DpRauvﬁ + DyRaygp + DBRaupv) =0.

ngaBRapo + DvgaBRapo + DBgaBRappv =0,

avec g*Ryynp = Ry 8Raypp = —Ryp, 8P Reypy = Rﬁup\"

On a donc également : g*?(D,R,,, — D,R, + DBRBN,V) =0,

et avec de méme g"*R,,, = R”,, g"’R,, =R, g“”Rﬂupv = RBV, on obtient :
DPR"V -D,R+ DBRB‘, = 0, ou p, B : indices muets, on peut alors écrire :
2D,R’, — D,R = 0, puis g*¥(2D,R’, — D,R) = 0 > 2D,R"" = D, (g""R).
Donc, D,R"™ = (1/2)D,(g""R), et par symétrie de g"¥, D,G"" = 0, ou le tenseur
d’Einstein, G* = R™ — (1/2)g" R s’écrit alors nécessairement : G* = kT" .
Par contraction de cette relation, —R = kT, puis R = x(T" — (1/2)g""T)
La constante réelle k se détermine pour une distribution statique de matiére,
d’un champ faible, de potentiel V(F), ayant goo = 1 + 2V(¥)/c?, on obtient :
R“Om1 = (1/c¢®)V2V(F) = (1/2)kpc?. Cela s’assimile a I’équation de Poisson

de la gravitation newtonienne : V2V(#) = 4ntGp. D’ou, k = 81G/c*.

Ondes gravitationnelles décrites avec g,,, = 8,,, + hy,, et d’Alembertien « O » :
ohy, = 0. Elles résolvent en effet [ ’équation d Einstein dans le vide, R, = 0.

Meétriques : invariant infinitésimal de la variété differentielle représentant

la géométrie de I'espace-temps physique. ds? = g*dx,dx, = g,,dx"dx".
— de Schwarzchild (décrivant le champ gravitationnel dans un espace vide
a l’extérieur d'une masse sphérique sans rotation et non chargée) :
ds2=(1 — 2GM/r)dt*— (1 — 2GM/r)~1dr?—r2d@? - r’sin?0d ¢?.
—de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FRW) (décrivant un espace-temps
homogeéne et isotrope. Utilisé pour le modéle cosmologique standard de /’univers) :
ds2=dt?~ R%(t)(dr?/(1 — kr?) - r2de? - rsin?0d?), ou la courbure k vaut :
0 : géométrie euclidienne (relativité restreinte), —1 : hyperbolique, 1 : sphérique.

Détermination de la métrique de Schwarzchild (métrique simple de trou noir)

On déduit des équations d’Einstein (Ein) autour d’une masse ponctuelle pour une
gravitation isotrope et permanente, I’expression de la métrique de Schwarzchild :
dt? = B(r)dt? — A(r)dr? — r2dQ?, (dQ%= d6? + sin?0d¢g?). On note A(r) : A

et B(r) : B et pour r — oo, la métrique de 1’espace plat de Minkowski est effective :
1/A=B=2GM/c?r—1puis dt? = (1 — ry/r)dt? - (1 - ry/r) dr? - r?dQ?,
avec le rayon de Schwarzchild, r, = 2GM/c?. Pour M = 2 x 10% kg, rg =3 km.
Ty =0—> Ry, =0— R,y =Rgg =Ry =Ryt =0. Ry =Ry =0 — AB =1 car pour
r — oo : métrique de Minkowski (A — 1, B — 1). Avec ry = 2GM/c?, Rgg =0
——-1+1/A+ (r/2A)(B'/B—A"/A)=0—B=1+B,/r,avec By cste/ g,c =—B
800 =— 8 = 1-2GM/c*r — dt* = (1 — ry/r)dt* - (1 - rg/r)_ldr2 -r2do?.



Détermination de la métrique FRW : dt? = dt? — Udr? — V(d6? + sin?0d¢?),
R,, =— XSy Pour P =0, S, = p(u,u, + (1/2)g,,) — Avec k : cste de courbure,

dr? ] )
2 — 412 _ R2 2 2 - +12(d02 2 2 (.....:_..,..,_)_
dt® =dt* - R*(t)do*, do Tzt T (d6“ + sin“0d*~) car o ian)t
v vz u'v' 0 u0? uov v u'vl v oov
Rrr:_______+___vR99:_1+__ - T
Vv o 2vZz 2uv 2 4y 2v' U7 20 4U% 2 4U
Rum Ly L0 VO SV VY OV Repsin?d. Su=0— Ry=0
= —_— —_————, = —_— — s = sin L= — L=
BTy v oauz 2v2’ Ty a2z guy eeT 09 i i

v vv ov’
A =
vV 2VvZ2 2uv Y
R S
U = RZ®)f(r), V=5%(t)g(r) — 2=57 U = R2()f(r), V= S2(t)r2.
Dans un systéme de coordonnées comobiles standard : u* =0, ut =0 — S,..= pU/2,
] oo .
See = PV/2, Sy, = Seg sin?6, S, = pU/2. R,y = - 81GS,, — 7 RR -2R? =

AnGpR?. Ryy = — 81GS L L L kR4 2R? - 4nGpR?
T ATBPRT. Reg = — OML0g9 — — 15 r2f 2rfz —AmGpR™.
1 1 i 11 1
_rfz__r2+r2f_2rf2__Zk_)_rz+r2f__k_>f(r)_1—kr2'

= 0. Univers homogene isotrope — Principe cosmologique (CU4) :

Autre métriques (¢ = 1)

— anisotrope, de Kasner : ds2=dt?——K, t?P1dx? — K, t?P2dy? — K5t?P3dz?, ol
P11+ D2+ P3 = P12 + P22 + p3? = 1. correspond & un univers de sections spatiales
homogeénes : ¢ ’est une métrique d'espace-temps 4D spatialement homogéne.

— de Kottler : ds? =

—(1 —Rg/r — Ar3/3)dt? + (1 — Rg/r — Ar?/3)~1dr? + r?(d6? + sin*0d¢?).

Espace autour d'une masse sphérique de masse M

La métrique de Schwarzchild permet de décrire la déformation de I'espace-temps
dans le vide autour d'une masse sphérique. Pour x* = (ct,r, 0, ¢)

1—2GM/rc? 0 0 0

(80) = 0 —-(1-2GM/rc?)? 0 0

Bw) = 0 0 —r? 0
0 0 0 -r?sin%0

La métrique de Kerr est spécifique aux trous noirs et ne s'applique pas a d'autres
corps en rotation. Avec a nouveau un référentiel sphérique de I'espace-temps,
pour x* = (t,r,0,¢) (onprendc = 1), £ = r? + a%cos?0, A = r? — 2Mr + aZ.
Meétrique de Kerr, décrit la déformation de I'espace-temps dans le vide

_2Mr 4aMrsin’e
1 T 0 0 .
0 ~¥/A o 0
(guv) = 0 0 -y 0
.2 2 . 2
4aMrZsm 0 0 0 _ (rz LaZya 2a M;sm 0 ) sin20



Equations de Friedmann-Lemaitre

Solutions homogénes et isotropes pour I’équation du mouvement du fluide
cosmologique (p et p ne dépendent ainsi que du temps cosmique t).

Comme utu* = c2, T=Ty = (p + p/c?)c? — p8}, = (p + pc?) — 3p.

Equations d’Einstein en présence de matiére avec ou sans constante cosmologique.
- Equations de Friedmann (A = 0), équations de Friedmann-Lemaitre (A # 0)
R= 4nG(p/3 + p/c*)R + (Ac?/3)R, R? = 8nG(p/3)R? + (Ac?/3)R? — kc?.
On peut les réécrire avec le paramétre de Hubble H: = R/R, K :== k/apourA = 0 :
3(H?/c? + K/a%) = (8nG/c?)p et 2H/c? + 3H?/c? + K/a%? = (—8nG/c*)P.
Equations du mouvement d’aprés la conservation du tenseur — impulsion :

vV, T =0.V,(pu*) =0.

Géodésiques (trajets minimaux entre deux points dans un espace métrique courbe E)

Les coordonnées x =123 dun repére de E de tenseur métrique g;;, définissant le
produit scalaire entre deux de ses vecteurs : ds? = giidxidxi (somme sur les i, j
toujours sous-entendue). L’équation des géodésiques (dans une telle «variété
riemannienne ») d’un corps en mouvement correspond a la minimalisation
continuelle de sa distance parcourue : L = [ ds (< droite si pas de masse).

L=/ |gjdxidx = [ g--—l—dt.

8S =0 — équations de Lagrange
s d /9

YK,k = e (558) =0

avec les symboles de Christoffel,

© commons.wikimedia.org — Johnstone /
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Le tenseur de courbure (Riemann) est : Ry, = l"m,; L Fm,; y+ DY BFY IR BAY e

Singularité nue

En RG, une singularité nue est une singularité gravitationnelle non cachée derriére
un horizon des événements contrairement a celle a l'intérieur d'un trou noir, cachée
par I'horizon d’ou la force gravitationnelle courbe tellement I'espace-temps que
méme la lumiére ne peut s'en échapper. Une singularité nue, elle, n’est observable
que de l'extérieur et solution de I'équation d'Einstein, avec la métrique de Kerr

et de celle de Reissner-Nordstrom (corps de masse M et charge électrique Q) :

-1
ds?= (1 —r5/T + (rQ/r)Z)dtz—(l —r5/T + (rQ/r)Z) dr2—r2de? —r?sin?0d¢?,
ou le rayon de Schwarzchild, rs = 2GM/c?, ry = GQ?/4mgyc* (Cf. CU2).

La conjecture de censure cosmique impose celle du big bang comme la seule.



Champ de cadre (« tétrade »)

C’est un ensemble de 4 champs de vecteurs orthonormeés unitaires ponctuels,

3 spatiaux et 1 temporel, définis sur une variété lorentzienne modélisant 1’espace-
temps. Le champ de vecteurs temporels est noté €, les 3 spatiaux, €;, €, €.
Toute grandeur tensorielle définie sur la variété peut s’écrire selon le champ

de tétrades et de son champ de cotétrades dual.

Toute tétrade correspond a un observateur dans l'espace-temps pour lesquels,

les courbes intégrales du champ de vecteurs temporels sont ses lignes d'univers

et a chaque événement le long d'une ligne d'univers, les 3 champs de vecteurs
unitaires spatiaux forment la triade spatiale portée par cet observateur.

La triade définit ainsi les axes de coordonnées spatiales d'un cadre d’étude local
existant infiniment pres de la ligne d'univers de I'observateur.

Les cadres sont des objets géométriques : les champs vectoriels sont définis

(dans une variété lisse) et (dans une variété lorentzienne), I'orthogonalité et la
longueur également. Ainsi, tout comme les champs vectoriels et autres grandeurs
géomeétriques, les champs de trame peuvent étre représentés dans de multiples
ensembles de coordonnées. Les calculs des composantes des grandeurs tensorielles,
par rapport & un repére donné, sont préservés quel que soit I’ensemble

de coordonnées utilisé pour le représenter. Ces champs sont nécessaires pour écrire
I'équation de Dirac dans un espace-temps courbe. Tout champ vectoriel sur

la variété s’exprime comme combinaison linéaire des 4 champs vectoriels de base
de coordonnées : X = X"d,n = X*9,. les champs vectoriels sont des opérateurs
différentiels linéaires du premier ordre, ainsi, €, = e,"d,,.

La métrigue de l'espace-temps comme le produit extérieur des vecteurs tangents
de coordonnées : g,,, = g,-8, et la métrique de Minkowski a espace plat comme
produit des gammas : My, = Y- V-

Expression de la RG et la connexion de spin avec les tétrades (Cf. CU3)

Par application du principe d’équivalence généralisé, en tout point M de 1’espace-
temps, il existe un référentiel annulant le champ de gravitation (tangent, inertiel),
Ry (M) et ou la relativité restreinte s’applique. Les coordonnées mesurées dans
Ry (M) sont notées x?, celles d’un référentiel, R, ol la gravitation est considéreée :
x". Le tenseur métrique dans R est g,,,, d’inverse g" tel que g,,,g"" = §,,".

Les tétrades sont définies par e*,: = % e, = g—; .Onae",e,”=38,",

euaev = Suv: eua(x)evb(x)gpv(X) = Nab: ep.a(X)ev b(X)nab = gpv(X):

e",(x) = e, (0" (Map, avec les passages entre référentiels R, (M) et R tels que
Tx* = et x? x? = e "

Pour une transformation telle que dét(e,?) = e > 0, d*x = ed*x.

K
. - w_ @ . .
Les transformations générales sont x”=avax". Les lois physiques sont

invariantes par ces transformations reliées par deux référentiels R et R'. Et dans



les référentiels tangents en tout point M, I’invariance est établie pour une simple
transformation de Poincaré entre deux référentiels inertiels Ro(M) et Ry, (M) :
x'* = A2, (M)xP + a?(M).
. Pour un vecteur, A*, A? = e,*A", par la transformation génerale,

K
At = %A"(x) et par celle de Poincaré, A’*(x") = A*,(M)AP (x).
(Le terme de déplacement a®(M) des coordonnées disparait pour les vecteurs.)

axl 1351 axl n2 ax! Hn

. De méme, pour les tenseurs : A’M1H2-n (") = AVIVz-Vn(y) o0 a7 o
AP (x) = AP1Pz-Pn () AM (M)A™, (M) ... A™, (M).

. Pour un spineur de Dirac ¢, de R a Ry(M) :

P (x) = P () pour la transformation générale. (3 est scalaire pour cette transf°)
W) = @) W' (x) = e/BeMavuly(x) pour la transformation de Poincare.
9, =€",0,.[0,,8,] =0et[d, 0,] = [e",0,,€",0,].

- [8,,0,] = (e",0,€", —e",8,e",)d,.

. Avec la dérivée covariante,

DX = (A1)",e" (8, — 8, D[A(M)])D[AM)]* + D[AM)]w,D[AMM)] .

- D,/X' = (A"H)P, D[AM)]DpX.

Pour un champ spinoriel, y* = e*,y?, D, ¥ = (8, + (1/2)w,yq) .

L’action dans un espace platest : S = [ d*x£ (¢). En effectuant d*x = ed*y,

on utilise les tétrades, on passe de d,, a la dérivée covariante :

D, =e", (8, + (i/2)®0,)ap)- (w,2 représente la connexion de spin.)

Une transformation du groupe de Lorentz restreint peut en effet s ‘écrire sous une
forme exponentielle A = e4, A = (—i/2)A%] .

[D,, Dp] = e*,e",[D,, D, + (e*,D,e",)D, — (e",D,e")D,,

Tap'De = ("D, e",)D, — (e",Dye",)D,, ol le tenseur de torsion T,,° est tel que

T = e, “(e",8,e", —e" 0,e",) + ", — e @, f.

On écrit alors [D,, D] = To'D. + €",€",[D,, Dy ], puis

[D,, Dy] = TopDe + (i/2)R,, % cq, OU le tenseur de courbure R, est tel que :
P +e e’yoin,”.

On obtient D,e", = d,€”, + w, L€y, puis [D,, Dy] = Ty De + (1/2)R % cq et
[D,, Dy] = (i/2)R,*"J.p (pas de torsion car [9,,d,] = 0).

R, = (", — €', e",)(8,0,5 — w,Sw,*).Puis, par contraction,

eR = eR,;** = (e",e", — e",e" ) (8,0,"° — w 2w, P).

Et par variation de w, on détermine :

8(eR) = —8w P (au (e(e”ae"b - e"ae”b)) - 2m,5e(e" e"y — e"ce“b)),

cd _ 1 LV ab ab PN Y ca,, C
R, = e e" (0,0, — 8,0,) — e" " 0,20,

puis : 8(eR) = —8w,**D, (e(e”ae"b - e"ae”b)). Donc, la connexion de spin est
nécessairement associée a la solution de D,, (e(e”ae"b - e"ae”b)) =0.
Or 8L = (—1/2k»)e"Pg,4, 4D, () e,180,* pour I’action d’Einstein-Hilbert,



Sen = (1/2kc) [ d*x,/—gR = (c3/16nG) [ d*x,/—gR, avec k = 8nG/c*.
D’ouD,e,, — Dye,, = 0, puis T,,,* = D, e,, — D,e,, = 0 (torsion nulle).

8S,, = [ d*xeU28e",, ol Ty, = e,,U,”.

Pour une variation de tétrade, 8e", = —e", e",8e,".

8S, = [d*xeU" 8¢ = [d*xeT"(e,,8¢,) = (1/2) [ d*xedg,,, T".

Par variation de I’action avec les tétrades e",, on obtient : 8e = ee*,8e,?,
8(eR) = 8eR + €(8,0,*" — 0,2, )5(e" €' — e’ e",).

8eR = eRe", 8e,?. e8R = —2eR, e’ e

La variation de la partie gravitationnelle donne :

(—1/2k?)8(eR) = (e/k?)(R," — (1/2)8,°R)e" e 2.

Avec la variation de la partie matérielle on retrouve les équations d’Einstein ;
R.* — (1/2)8,°R = —k?U%e,f = —k2T,°. On obtient alors la connexion de spin :
0uap = —(1/2)e", (0 ey, — 0ye,,) — (1/2)€”,(0,e, — D€pp) +
(1/2)e" eV ,e,2(8,eva — 0v€pa) — (1/2)(Topa — Tabp + Tyab)-

- et de en RG

Lamétrique de Minkowskiny,, = diag(1, -1, —1, —1) correspond aun espace plat.
La derivée covariante D, en espace courbe de métrique g, agit sur les champs
vectoriels Ag comme : DeAg = DoAg — A, et les tenseurs T;"B selon :

[
D,Tf =1, = a?: + 18T, + 15,1, — 18, T
ou T : symbole de Christoffel est tel que : T\, = (1/2)g*#(9,,8.5 + 0,8py — 08y )-
Explicitations de définitions en relativité générale :
. Tenseur d’énergie-impulsion de fluide parfait en univers homogéne isotrope :
T = (p + p)uyu, — pg,,, valable v p,v € [0, 3].
. Tenseur de courbure de Riemann :
R,y = 8,T% — 8,1 + AT — TEIg,, valable v v € [0,3] et
sommesura, B € [0, 3] pour les termes avec les symboles de Christoffel.
Tenseur d’énergie-impulsion de fluide parfait dans un univers homogeéne isotrope :
Tw = (p + p)u,u, — pguy-
Equation d’Einstein : R, — (1/2)g,yR — A8,y = 81GT,,, valable v p,v € [0, 3].
Conservation du tenseur d’énergie-impulsion :
V, T = 9, T + I}, T® + I}, T"* = 0, sommesurp € [0, 3], valableV v € [0,3]
Pour p = v = 0, on obtient la premiére équation de Friedmann :
a?/a® + k/a%? — 1/3 = (8nG/3)p. Pour n = i,v = j (indices vectoriels), on obtient
ladeuxiéme équation de Friedmann : 2(d/a) + a?/a® + k/a%? — A = —8nGp.
Conservation du tenseur d’énergie-imp. : V, T* = 9, T* + F;‘aT“V + N T = 0.
Pourv = 0, on obtient : p + 3(a/a)(p + p) = 0.
Cela correspond a la premiére loi de la thermodynamique.
Temps conforme 1 : dn := dt/a(t).




Gravitation en théorie ECSK

. P v . . .
. Connexion en théorie ECSK : I, = {M} + Kj. Détermination du tenseur
de torsion K},. Dérivée covariante pour une connexion de torsion non nulle : V.

1
Compatibilité de lamétrique, Vag,, = 0 - { 1y} = 2 8°%(8y8ua + 0u8av — 048 py)-

p -~

Vaguv = a(xguv - {au} Sov — {(fv} Sup = 0. chguv = aaguv - rgugpv - ro?vgup =0.
p

- 2gotp {IW} = gpa(r;fv + rvpu) + gvp(rfa - ro?u) + gup(rvpa - l-‘o'(:.v

P P
et 2gp {uv} = 0,8va + 0y8ua — 048,y DoONC, 284, {HV} = gpaZI‘(’l’w) + gvaﬁa +

8upTvw OU 2T5, = TR, + I, et le tenseur de torsion tel que Ty, = Tp, — Ty,

p _(P) 1 p py_(P) 1 p p
T = (o) ~ 3 8 (8w Tha + B Th) = {1} =5 (T’ + Tu).
p 1
> T = {4} + Kl avec K, = 5 (Th, - T,* - T,,°).
. Courbure en théorie ECSK
Pour une fonction scalaire f, [V, V,|f = 8,V,f — T,%,V,f — 8,V,f + I V,f
[V W ]f = —T%,(8,f) + I, (8,f) = —TH,8,f.

On obtient de méme pour un vecteur V¥, [V, V,]V® = R, V* — TA Vv,

Trou noir (« TN »)

Obijet astral de masse non nulle si localisee qu’il correspond a une singularité des
équations d’Einstein et l'intensité de son champ gravitationnel interdit a toute
matiere ou rayonnement de s’extraire de son horizon des événements.

N’émettant ni ne diffusant de lumiére, seuls ses effets peuvent étre observés.

<_‘.>

Event horizon
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Types de trous noirs

. de charge électrique et moment cinétique nuls : TN de Schwarzchild.
. de charge électrique non nulle et moment cinétique nul :
TN de Reissner-Nordstrém
. de charge électrique nulle et moment cinétique non nul : TN de Kerr.
. de charge électrique et moment cinétique non nuls : TN de de Kerr-Newman.

Evaporation des TN — rayonnement de Hawking

Les forces de marée dues au champ gravitationnel du TN peuvent éloigner
la particule de son antiparticule avant qu'elles ne s'annihilent.
Le TN en absorbe une, l'autre est émise, c’est I'effet Hawking a I'horizon du TN.



La particule et son antiparticule confinées dans le puits de potentiel du TN,
L'énergie de la paire observée loin du TN est négative. L'évaporation est
proportionnelle a la force de marée, d'intensité décroissante avec la taille du TN,
générée. L'évaporation s'accélére ainsi au cours du processus et I'énergie des
particules émises augmente avec la température du TN. S’ajoutant a celles de
masse nulle, I'émission de particules de masse non nulle peut alors apparaitre a la
fin (a partir d’une certaine température).

Pour M : masse, A : surface de I’horizon, Q : charge électrique et L : moment
cinétique du TN. M(A, Q, L) est alors telle que :

oM »
e k/8mG, ol k : gravité de surface du TN.

Selon Hawking, la température d’évaporation est : T = Aik/2mkgc.
Pour un TN de Schwarzchild, le rayon de Schwarzchild est Rg = 2GM/c?.

Comme A = 4niRg% et M = \/Ac*/16nG2, k = ¢*/4GM et T = hc3 /8nkgGM.
En appliquant la loi de Stefan a un corps sphérique de rayon R et température

de surface T, I'énergie rayonnée est L = 4mR?6T*.

La perte temporelle d'énergie de masse d'un TN de Schwarzchild est ainsi :

—L = —dMc?/dt = —41(2GM/c?)%0(hc3 /8mkgGM)*.

On en déduit son temps d'évaporation : tey,, ~ 5120(nG?/hc*)M3.

Le phénoméne est donc négligeable car seuls des astres de moins de 10~ 19Mg,,
auraient un temps d'évaporation inférieur a I'age de l'univers.

Probléme a deux corps

Le probléme a deux corps en RG est la détermination de la dynamique et du champ
gravitationnel de deux corps définis par les équations de champ de la RG. La
résolution du probleme de Kepler est essentielle pour calculer la courbure de la
lumiére par la gravité et le mouvement d'une planéte en orbite ou celui des étoiles
binaires et leur perte progressive d'énergie par rayonnement gravitationnel.

La RG décrit le champ gravitationnel dans un espace-temps courbe, les équations
de champ régissant la courbure, non linéaires, sont difficiles a résoudre sous une
forme fermée. Sans solution au probléme de Kepler en RG, la solution de
Schwarzschild pour une masse d'un des corps négligeable par rapport a l'autre
(considérée donc comme stationnaire et seul contributeur au champ gravitationnel),
permet une approximation du movement (géodésique) et I’évaluation 1’évolution de
la perte d'énergie par rayonnement gravitationnel. Sinon les deux masses sont
supposees contributrices du champ gravitationnel, comme dans le cas des étoiles
ou TN binaires, une méthode d'approximation itérative est representee par
I'expansion post-newtonienne, ou une solution initiale est successivement précisée.



Preuve de la relativité générale : avance précise du périhélie 8¢ de Mercure

Mercure

Meétrique de Schwarzchild pour les astres dans
I’espace vide isotrope autour du soleil de masse M :
=(1—ry/r)dt* - (1 - rg/r)_ldr2
-r%(d6? + sin®0d¢?), ol r, =2GM /c?.
— Géodésique de © commons.wikimedia.org —Dhenry
Mercure avec les symboles de Christoffel,
W= 2 Zm gim(gmk' 1t 9mik — 9ry m): ‘\9__"},.,.,.‘4.”...4.;;_@.6

d .
Ouglkl=% VkX +Fk X]=0,

ol &t = dx'/dt, T : temps propre.
Ayant x°=ct, x'=r, x?= 0, x3= @, r’?¢p = K = cste
et (1 —ry/r)t=E/mc?. En posantw=1/r, on obtient :
d*w W= GM 3G
deg? K2

1%+ Veri(r) =C = EZ/Zmzc2 : (CEQ), ou Verr(r) = (1 — rg/r)(c? + K?/r?) /2.

Pour u, solution de (Binet) (newtonien), en posantw =u+8u, ot |8u| « |u|, on obtient :

2

ds
w = (1+e.cos ¢@)/p + 8u, (Binetg) devient '3 =

Soleil

——w?: (Binetg) (formule de Binet généralisée). Et également,

3
= +8u :ﬁ(l +2e.c0s @ + €%.c0s? @)

au 1¥" ordre en 8u — Sol° : du = acos(<p+b)+ (1+e<psm(p+e .(3-cos 2¢)/2)

3r
(a, b : cstes). Seule @ — Ee.cpsin @, non perlodlque ni cste, contribue pour 8¢ et :
~ (1+e.cos(1-¢£)@)/p, ol € =3r,/2p—8¢@=2m/(1 — £)-2m~2,09.10" rad.

Effet Shapiro

Effet élémentaire, retard gravitationnel de la
lumiére, résultant de la RG signifiant un temps
d'arrivée d'un signal se propageant dans I'espace
avec présence de matiére dans son voisinage.

Cet effet est d au fait que le signal observé ne

se propage plus en ligne droite, parcourant ainsi
un chemin plus grand qu’en I'absence de masse =
dans son voisinage et & ce que I'écoulement du temps e
est affecté par la présence de masse. L'effet Shapiro
concerne donc le retard de la propagation des ondes
électromagnétiques dans le champ gravitationnel
d'un objet massif, en rapport a la durée sans cet objet.
Pour une métrique de Schwarzchild, le retard At
pour aller d'un point A a un point B de coordonnées
radiales r,, rg s'écrit : At ~ (2Gm/c3)(In(4r,rg/19%) — 1),  ©nasaspLcaltech
ou ry est la coordonnée radiale pour laquelle la trajectoire

des photons est la plus proche de I'objet de masse m.




