
 

 Travaux pratiques et approche expérimentale 

 

▪ PGCD et coefficients de Bézout  

de deux entiers naturels a et b 

Le PGCD des deux entiers 

est obtenu par l’algorithme  

d’Euclide : boucle réalisée  

tant que le reste est non nul.  

Les coefficients de Bézout,  

a et b entiers sont tels que  

a × x + b × y = x ∧ y. Ils  

sont obtenus par récursivité 

(Bezout(.,.) étant présente   

dans sa propre définition.)  

Application :  

409 × 22600956 – 543 × 17023545  

= 17023545 ∧ 22600956 = 6069.  

 

▪ Décomposition en facteurs premiers d’un entier naturel n ≥ 1 (Cf. (Dfp)) 

Tout entier naturel n ≥ 1 s’écrit de façon unique n = 𝒑𝟏
𝜹𝟏 𝒑𝟐

𝜹𝟐 ... 𝒑𝒓
𝜹𝒓.  

(𝜹𝒊 ∈ ℕ∗, calculées avec chaine[di]) de nombres premiers (pi ↗, calculés avec k) :  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

▪ Fonction 𝛇 et comptage des nombres premiers en python (Cf. M2 – TP TNP) 

. On montre que 𝟏 𝛇 (𝐬) ⁄ = ∑ 𝛍(𝐧) 𝐧𝐬⁄+∞
𝐧=𝟏 , où 𝝁 est la fonction de Möbius (Cf. exo 4), 

𝛇 (𝐬 − 𝟏) 𝛇 (𝐬) ⁄ = ∑ 𝛗(𝐧) 𝐧𝐬⁄+∞
𝐧=𝟏 , où 𝝋 est l’indicatrice d’Euler (Cf. ci-après) :  

𝝋 ∶ ℕ∗ → ℕ∗, 𝒏 ⟼ 𝒄𝒂𝒓𝒅(𝒎 ∈ ⟦𝟏, 𝒏⟧, 𝒎 ∧ 𝒏 = 𝟏). Dém : produit de Cauchy de ∑ 𝒏−𝒔 

et ∑ 𝝁(𝒏)𝒏−𝒔 pour obtenir 𝜻(𝒔) ∑ 𝝁(𝒏)𝒏−𝒔+∞
𝒏=𝟏 = 𝟏 et de même ∑ 𝒏−𝒔 ∑ 𝝋(𝒏)𝒏−𝒔  

pour 𝜻(𝒔) ∑ 𝝋(𝒏)𝒏−𝒔+∞
𝒏=𝟏 =  𝜻(𝒔 − 𝟏). (Cf. produit eulérien : exo 8)  

Par la décomposition en facteurs premiers : 𝐧 = ∏ 𝐩𝐢
𝛄𝐢𝐫

𝐢=𝟏 .  

→ 𝛗(𝐧) = ∏ 𝐩𝐢
𝛄𝐢−𝟏(𝐩𝐢 − 𝟏)𝐫

𝐢=𝟏 = 𝐧 ∏ (𝟏 − 𝟏 𝐩𝐢⁄ )𝐫
𝐢=𝟏 . On sous-entend 𝒑 ∈ ℘ ↓ 

 

. Valuation p-adique (𝒑 ∈ ℘) de 𝐦 ∈ ℕ∗, 𝐯𝐩(𝐦) : exposant de 𝐩 en la décomposition 

en facteurs 1iers de 𝐦 (et plus grand entier, v, tel que 𝒑𝒗|𝒎). 𝛑(𝐱) ≔ |{𝐩 ∈ ℘, 𝐩 ≤ 𝐱}| 

On obtient la formule de Legendre : 𝐯𝐩(𝐧 !) = ∑ 𝐄(𝐧 𝐩𝐤⁄ ) = 𝐄(𝐧 𝐩⁄ ) − 𝐄(𝐧 𝐩𝟐⁄ ) ++∞
𝐤=𝟏

𝟐(𝐄(𝐧 𝐩𝟐⁄ ) − 𝐄(𝐧 𝐩𝟑⁄ )) + 𝟑(… ) … = (𝐧 − 𝐬𝐩(𝐧)) (𝐩 − 𝟏)⁄ , où 𝒔𝒑(𝒏) : somme des chiffres 

de n en base p. ∀𝒏 ∈ ℕ∗, nombre d’entiers ≤ 𝒏, divisibles par aucun 𝒑𝒊𝒌
, 1iers ≤ √𝒏 :  

𝝅(𝒏) − 𝝅(√𝒏) + 𝟏 = 𝒏 − ∑ 𝑬(𝒏 𝒑𝒊𝟏
⁄ ) 

𝒊𝟏
+ ∑ 𝑬(𝒏 𝒑𝒊𝟏

𝒑𝒊𝟐
⁄ ) 

𝒊𝟏<𝒊𝟐
− ∑ 𝑬(𝒏 𝒑𝒊𝟏

𝒑𝒊𝟐
𝒑𝒊𝟑

⁄ ) 
𝒊𝟏<𝒊𝟐<𝒊𝟑

+ ⋯  

par le principe d’inclusion-exclusion. (Cf. def pi(n), partie droite-def legendre(n) ↓) 
 

. On obtient : 𝐧𝐥𝐧 𝐧 + 𝓞(𝐧) = 𝐥𝐧 𝐧! = ∑ 𝐯𝐩(𝐧!)𝐥𝐧 𝐩𝐩≤𝐧 = 𝐧 ∑ 𝐥𝐧 𝐩 𝐩⁄𝐩≤𝐧 + 𝓞(𝐧).  

→ ∑ 𝐥𝐧 𝐩 𝐩⁄𝐩≤𝐧 = 𝐥𝐧 𝐧 + 𝓞(𝟏), puis ∑ 𝟏 𝐩⁄𝐩≤𝐧 ~ 𝐥𝐧 𝐥𝐧 𝐧 (th. de Mertens, 𝒑 ∈ ℘ 𝑑𝑠 𝜮) 

Encadrt de Tchebychev : (𝐧 𝐥𝐧 𝐧⁄ )(𝐥𝐧 𝟐 + 𝓸(𝟏)) ≤ 𝛑(𝐧) ≤ (𝐧 𝐥𝐧 𝐧⁄ )(𝐥𝐧 𝟒 + 𝓸(𝟏)) 

Dém. avec 𝐯𝐩 ((2𝑛
𝑛

)), ln (𝟐𝒏
𝒏

) ~ 𝒏𝒍𝒏 𝟒, 𝝅(𝒏) = ∑ 𝟏𝒑≤𝒏 , 𝝑(𝒏) = ∑ 𝒍𝒏 𝒑𝒑≤𝒏 , 𝒑 ∈ ℘ 𝑑𝑠 𝜮 

 𝝑(𝒏) ~ 𝝅(𝒏). 𝒍𝒏 𝒏 ~ 𝒏, 𝝑(𝒏) ≤ 𝝑(𝒏 𝟐⁄ ) + 𝒏. 𝒍𝒏 𝟐 + 𝑪𝒍𝒏(𝒏 𝟐⁄ ) → 𝝑(𝒏) ≤ 𝐧𝐥𝐧 𝟒 + 𝓸(𝐧) 

TNP : en +∞, 𝐱 𝐥𝐧 𝐱⁄ ~ 𝛑(𝐱) ∼ 𝐋𝐢(𝐱) = ∫ 𝐝𝐮 𝐮 𝐥𝐧 𝐮⁄
𝐱

𝟐
  (Cf. partie gauche, graphe ↓)  
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