Travaux pratiques et approche expérimentale

PGCD et coefficients de Bézout
de deux entiers naturels a et b

def (X, y):
while x % y

Le PGCD des deux entiers X, ¥ =Y,
est obtenu par ’algorithme I )
d’Euclide : boucle réalisée def (x, ¥):
tant que le reste est non nul. if y e:

Les coefficients de Bézout, f_‘etw"” (1, @)
a et b entiers sont tels que
axx+bxy=xAy.lls

sont obtenus par récursivité L

(Bezout(.,.) étant présente (17023545, 22600956))
dans sa propre définition.) (17@23545, 22600956))
Application : T

409 x 22600956 — 543 x 17023545 (a, b) = (-543, 409)

=17023545 A 22600956 = 60609.

Décomposition en facteurs premiers d’un entier naturel n > 1 (Cf. (Dfp))
Tout entier naturel n > 1 s écrit de fagon unique n = p,%1 p,% ... p,or.
(8; € N*, calculées avec chaine[di]) de nombres premiers (pi 7, calculés avec k) :

(n):
chaine = {}
dec 1
X =n
di = 2
while dec n:
while x di o:
if di chaine:
chaine[di] 1

chaine[di]
dec di
X di
di 1
resultat (n) =
for k in (chaine):
resultat (9] 2 (chaine[k])
return resultat

( (17023545))
( (2260@956))
( (6069))

17623545
22600956
6069 3




» Fonction T et comptage des nombres premiers en python (Cf. M2 — TP TNP)

. On montre que 1/4(s) = X+ u(n)/ns, ol w est la fonction de Mabius (Cf. exo 4),
U(s—1)/q(s) =X} @(n)/n®, ol ¢ est 'indicatrice d 'Euler (Cf. ci-apres) :

@ :N" > N, n— card(m € [1,n],m An = 1).Dém :produitde Cauchyde) n~*
ety u(m)n=* pour obtenir {(s) X u(m)n=s =1 et de méme Y n*Y p(n)n"*
pour {(s) X%, @(m)n~s = {(s — 1). (Cf. produit eulérien : exo 8)

Par la décomposition enfacteurs premiers : n = [[{_; p;¥i.

- @) = [T p"" '(pi — 1) = n[I{-;(1 — 1/p;). On sous-entend p € p |

. Valuation p-adique (p € ) dem € N*, v,(m) : exposant de p en la décomposition
en facteurs 1 de m (et plus grand entier, v, tel que p”|m). n(x) == |{p € @, p < x}|
On obtient la formule de Legendre : vy(n!) = ¥} E(n/p¥) = E(n/p) — E(n/p?) +

2(E(n/p?) —E(m/p*)) +3(..) .. = (n - sp(n))/(p —1), ol s,,(n) : somme des chiffres
de nenbase p. vn € N*, nombre d’entiers < n, divisibles par aucun p;, , 1es <
n(n) - (V) + 1 =n-3; E(n/p;,) + Xi,<i, E(M/Pi,pi,) - Tiy<iyeis E/P1,D1, D) + -
par le principe d’inclusion-exclusion. (Cf. def pi(n), partie droite-def legendre(n) !)

.Onobtient:nlnn+ O0(n) =Inn! =%, ,v,(nDIlnp =n},.,Inp/p + O(n).

= Yp<nInp/p =Inn + 0(1),puis},<, 1/p ~ In In n(th.de Mertens, p € o ds X)
Encadrtde Tchebychev : (n/Inn)(In2 + ¢(1)) < (n) < (n/Inn)(In4 + ¢(1))
Dém. avec v, ((21:1)) In(*) ~nin4,n(n) = ¥pn1,9M) = Lpeplnppepdsz
I(n) ~(n).Inn~nI9(m) <I9I(n/2) +n.ln2 + Cln(n/2) - 9(n) < nin4 + o(n)
TNP :en +oo, x/Inx ~ m(x) ~ Li(x) = fzx duu/Inu (Cf. partie gauche, graphe !)

def WH
" . prt = ( (int(mt. (n))))
scipy.integrate as integ X =90
matplotlib.pyplot as plt for pr in prt:
npr = np. (pr)
] (x): ; exppr = 1-2*np. (npr, 2) # = mt.
return integ. L ¢ 1/mt. (t), 2, x)[e] if (npr @): x+= n

f test_premier(n): pr = 1
m = (mt. (n)) for epr in pr:
for i in (2, m+1): pepr epr
if n%i == @: return = (n/pepr)*exppr
return return
u = 1557
ries(L): ( (u))
== []: return [[]] (pifu)-pi(int(mt. (u)))+1)
p = (L[1:D
n p + [[L[e]] partie for partie in p]

— Li(n)
—— Nombres premiers

return p

(n):

return np.

x_val =
Li_val
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