Fiche P17 — Systemes et filtres

Définitions et variables

Un systeme transforme un signal d’entrée V, en un signal de sortie V..
En mode sinusoidal (avec la pulsation w), la fonction de transfert complexe H

\ Vs ig i

du systéme est alors définie par H (jw) = V:S D’autres f° de transfert : 125 lzs V:S
by - 7 - S 7 g s

Un systeme linéaire S tel que VKEN, e — sy, Vérifie V A, €C, Y Aex = Y A Sk

Pour tout signal d’entrée périodique, pouvant donc étre décomposé en série de

Fourier, la fonction de transfert H du systeme connue, on peut alors déterminer

. S .
le signal de sortie s e (t) = X155 e )™t - s(t) =Xi% H(inw) e e’"*.

Gain : G(w) =20log(|H(jw)|). Pulsation de coupure : w, ./ G(w¢) = Gmax— 3 dB.
Phase : ¢ = Arg (H(jw)) = Arctan( Sm(H(jw)) /Re(H(jw) ).

Rappels : sizz' # 0, Arg(z’/z) = Arg (z’)—Arg (2), si a#0, Arg(a+ jb) = Arctan (b/a).

Diagramme de Bode: représentations graphiques de G, ¢ en fonction de log (w)
L’unité d’abscisse est une décade ([wg, 10. wg]). L’unité d’ordonnée pour le gain
est le décibel (dB) et pour la phase, le radian (rad).

La pente des asymptotes a la courbe G(log(w)) s’exprime en dB/ décade,

Transformations t & p (p = jw par exemple)

e(t) > s(t)
£ £
H(p)
E(p) >S(p) = H(p)-E£(p)

Transformée de Laplace d’une fonction f: L(f) (p) = f0+°° e PLf(t) dt.

Transformée de Fourier d’une fonction f : TF(f) (w) = foﬂo e 19t f(t) dt.

Cf. exemples et formules des transformées de Laplace et de Fourier en fiche M11.



= Un filtre est un systéme qui peut sélectionner une gamme de fréquences d’un signal
entrant. Plusieurs types de filtres :

>
>
>

= Rétroaction e e
S=UE—-SR, € =€ —Bsr. 2 H

Si tout le signal est prélevé par
la chaine de retour, sr = &,
e

e=e—Bue— €=

passe-bas : [H(jw)| = 0 pour @ >> @, et non pour w << ..
passe-haut : [H(jw)| - 0 pour o << o, et non pour  >> o,
passe-bande : [H (jw)| = 0 pour o << 04 et @ >> w,.

La bande passante d’un filtre passe-bande est Aw = w, — w, avec

|H|(w1) = [H|(w2) = Hﬁ , S0it Gae(w1) = Gae(w;) =~ Gmax, dB — 3.
actif ; avec des composants actifs (AO, transistors, ...)

|H (jw)|max peut étre supérieur & 1.

passif : avec des composants passifs (résistors, condensateurs, ...)

|H (jw)|max Ne peut pas étre supérieur a 1.

\IOJ

1+pB

= Filtres numeériques (x(i) : entrées, y(j) : sorties)

Les filtres analogiques sont constitués de composants électroniques.
Les filtres numériques fonctionnent eux avec des circuits intégres, processeurs
programmables, logiciels. lls peuvent modifier le spectre d’un signal discret.

- Filtres a réponse impulsionnelle finie (RIF), non récursif (la sortie ne
dépend que d’une ou plusieurs entrées). La réponse a une impulsion
(Cf. fonction de Dirac &) tendra a s’annuler aprés une durée assez grande.

- Filtres a réponse impulsionnelle infinie (RI11), récursif (la sortie dépend
d’une ou plusieurs entrées et sorties : présence de boucle de contre-réaction,
feedback). La réponse a une impulsion ne s’annule jamais.

=  [Fonction de z @

Echantillonnage de période Te d’un signal s : s(t) = Y15, s(k. T). 8(t — k. T,,)
En posant s, = s(k.T,) et z = eP-Te, la transformée de Laplace, puis de z est :
S(p) =iy sk fy e PEO(t — k. Te)dt = L% se PETe — S(2) = Ti % sz,



Travaux pratigues et approche expérimentale

Moteur X et intéréts d’un asservissement (Cf. (Re))
Réponse du moteur a un échelon de tension E pourt>0

Sans asservissement (Boucle ouverte) :

e

Q : vitesse de rotation du moteur, rappel : £(éch) (p) = f0+°° e Pt 1dt=1/p

d
Q(t)+rd—? = uKoE éch(t) — Q(p)(1+1p) = UKoE/p — Q(p) = pKoE(% —
Qp) _ To
e(p) - 1+1tp
et Q(t) = L1 (Q(p)) = ToE (1 — e~"/7) (Cf. fiche M11, transformées de Laplace).

1+tp)

—T(p) = ST =L Y(T(p) =T, e~ /T, avec T, = ukK,

Avec asservissement (Boucle fermée) :

s ] I

p

K daq’
£(p) = e(p) — B (p) €./ (p) = H - e(p) Car /(1) + T = MKoe (1)
o K To'
ST (p) = (p) KRo 0

e(p) - 1+tp+upKy - 1+t'p

ST =L (TE)=To e ™" et/ (t)=L2 (@ (p) =ToE(1 - e )
1Ko
+uBKo

avec To’:1 €10;T, = uKy[ et t' =

<t
1+pBKo



Formules, propriétés

Filtre passe-bas :

Ho
> dul®ordre:H=—=
R

2
Gain : G(w) = Go - 10log(1 + w‘”—oz) ,Go=20log |H,|

0.1 \ 10 100 log(w/wo)

Passe-bas

Phase : ¢ = Arg (ﬂ) — Arctan (w/wg)

» du2*™ordre:H=——"—
Qw w

LS o
w( wq

o

22 2, 2
Gain: G(w) = Go— 10Iog<(1 —%) +2 ";)
0

-
/ \ log(m/wo)

0.1 10

Passe-bas
2° ordre

\

Phase : ¢ = Arg (&) —Arctan (Q w/(wy — w?/wyg)).



Filtre passe-haut :

Hoim2
» dul®ordre:H=—-3
2
Gain: G(w) = Go + 20Iog<mﬂo) - 10Iog(1 + :—02)
0.01 0.1 / 10 log((i)/ﬂ)())
Passe-haut

Phase : ¢ = g + Arg (ﬂ) —Arctan (w/wg)

> du2™ordre:H=

Gain: G(w)=Go + 40Iog( ) B 10Iog<(1 B :—022)2 N Q2u;2>

w
W

/ \\ log(m/mo)

0.1 10

Passe-haut
2° ordre

/

Phase : @ = Arg (&) —Arctan (Q/(wg/®w — w/wg))



Filtre coupe-bande et passe-bande :

NZ
Ho(1-25)
> coupe-bande: H=——5—-_-

1- 5 +j—

Gain: G(m):GO—lolog<(1 B ww_()zz)z/((l . :_;)2 N Q::,Zz))

o Coupe-bande 1 log(w/®o)

Phase : ¢ = Arg (&) — Arctan (w/Qwy(1 — w?/wy?))

D

/ \ log(®/®o)

0.1 10

Passe-bande
2°0ordre

Phase : ¢ = g + Arg (&) —Arctan (Q w/(wy — w?/wg)).



Rétroaction (Re)

. . e - 1]
Si tout le signal est prélevé par la chaine de retour, e =e — Bue —» G = T+np
s dG du 1
Amélioration de la distorsion d’amplitude pour une variation dy : — G TMB
il

Amélioration de la distorsion de phase pour une variation infinitésimalede:
pu=a+jb— ¢ =Arg (1) = Arctan (b/a)
—y=Arg(G)=¢—-Arg (1+ap+jbp) —y=¢—Arctan (bp/(1+ap))

Evolution du circuit rétroactionné :

ds _ 14poB
To a + S(t) = Hp ‘c-(t) = Hp (e — BS(t)) — S(t) = So(t) +Soe T

X(n)
Filtre numérique non récursif

(Structure directe, x(n) : entrée, y(n) : sortie)
Equation aux différences :

y(n) = ¥R o ax(® — k), x(n—k) — X(z) z7K

= Y(2) = Xidoaz “ X(2), H(2) = o = NiZpaz ™.
= oS

Filtre numérique récursif (Structure directe, x(n) : entrée, y(n) : sortie)

y(n)

Equation aux différences : y(n) = ¥M_ob,x(n —m) — ¥N_, a,y(n — k)
— (1+ XN 1a,27")Y(2) = X(2). M _ bz ™, soit :

Y(z) Zm obmz™
)= @ " T agm
h(0) = by, h(0) = by, h(k + 1) = by, — Xi_; aks1-nh(n) avec aj oy = 0, bjsy = 0.
La stabilité est réalisée si ).n_,|h(k)| a une limite finie pour n—+co : si les poles de
H(z) sont & I’intérieur du cercle unité (|z;| < 1) (zitqg 1+ XN_,a(n)z;"" =0).

et H(z) = X% h(k)z . — La suite h se déduisant :

Transformations adaptées pour y(t) = % X)) = fot y (w)du— Y(p) =pX(p)

. Transformation d’Euler (méthode des rectangles) (Eu) : yic= (Xk—Xk-1)/ Te
_,—1
Soit Y(2) = (X(2) - X(2).2 )/ T, puis H(p) = Y(p) /X(p) = p — 1% = H@)
e

. Transformation homographique (méthode des trapéezes) (Ho) :

2 1-z71
X(t) = f y — Xk = Xk-1 + (Te/2)(yk + Yk-1). On obtient alors p — — 1+z_1




Exercices d’application et grands classigues (en mode sinusoidal, w)

Enoncss :

= 1. Filtre passe — bande du 2°™ ordre

Vs
Soit T ===, exprimer |T| ie %L |:i|R T "

= 2. Filtre passe — bas de Butterworth WW
i 1

Déterminer I’impédance équivalente,

Zéq . L1, ((Lz, R) 1/ C) avec L;=L,= L,
Ve — R Vi

v,
puis st et vérifier le type de ce filtre.
e

= 3. Filtre passe — haut de Butterworth Ci ()

Déterminer I'impédance Z = = Iy iy
\/

puis = et ‘ Ve % L |:|R Vs
Ve

o= |l




4. Exemple de systéme : réduction de bruit de fond sismique (d’aprés X—PSI)
Notation transformée de Laplace : f(p) = fo+°°f(t)_ e Pt dt.

Pendule simple inversé mesurant les écarts entre % ) |
les positions de la masse M et du sol : x(t) — Xo(t) 4 '
Montrer que x(p) = I(p)(Xo(p) — aF(p)),
12
avec a = :
C—Mgl
__o? 2 C _ 8

I(p) = Diteo? avec w* = o — 3
Soit A(p) = np, déterminer G(p) = xp). .

x0(p)

-
X,

Décrire le schéma du systéeme :

1
5. Filtre passe — bas du 1" ordre, H(p) = Trp (Echantillonage : T¢)

1
Montrer que H(z) = T /Tt &
L 2 . ipps . _ T/Te
En déduire I’équation aux différences : yk = Tro/T, Yk-1+ —1+T/Te Xk .

AN :t=1mset T, =50 ys, déterminer yx pour une
. réponse impulsionnelle : x; =1, xxk=0pour k> 1, yo = 1.
. réponse & un échelon : x = 1, pour k > 1.

Déterminer H(z) et en déduire 1’équation aux différences.



Corrigés :

= 1. Filtre passe — bande du 2°™ ordre (Cf. (Z), (RL), (RC))

co Y R 4
L R 1
i E+](RLm—C—m)

R

qlllzm’ i@ %L |:|R —

<|

C
avec g = 7= etQ=RCwg = \/;

= 2. Filtre passe — bas de Butterworth (Cf. (2), (RL), (RC))
L1

Zeg @ L1, ((L2,R)//C)avec Li=Lo=L

7 T = L + R+jL2(l) 4

(&) = Zeg = jLao> + =1 ,Cw?+jRCo g
. R(1-LCw?)+j(2Lw-L?Cw3) V.
SOIt Z¢q = 1-LCw?2+jRCw ¢
Ve = Zialy Vs =Riz
(Mailles)s 1 iy — i =jCo0(V, — jLawiy)
—i;=(1-LCw? - jCwZs) iy ou (Mailles), : iy — i, = jCw(R + jLow) iy

iy 1 1
—i,=————— S AVEC®W; = —, W, = —etwz =—,
27 1-LCw2+jRCw 17Re' 72 7 VIC 37
2
()
Vs _ < wz) Moy Vs (w2)2_>0
Ve Vel w—o0 \ @

(1) ) (1-(2) J(z-(2) )

= 3. Filtre passe — haut de Butterworth (Cf. (2), (RL), (RC))

Vs Z (R+1/jCa@)jLo>

Ve = It1/iCe ' 2VEC z= R+j(Lw—1/Co0)
(@) (@) @)
Vs| _ 01 N C2/ \o3
vi~ 2
Ve ((g)z_ 1) +(ﬂ _ (Hc_l)(g)
wq w CZ w3
1 1 R
aveCwl—JL—Tl,wz—R—cz,wg—f.




4. Exemple de systeme : réduction de bruit de fond sismique (d’aprés X—PSI)
Notation transformée de Laplace : f(p) = fo+°°f(t). e Pt dt (... : cf. fiche M11)

Pendule simple inversé mesurant les écarts entre z

G

les positions de la masse M et du sol : x(t) — Xo(t) x(t) \

D’aprés (M.cin) (CF. fiche P3) ™~

MI26 = Mglsin 6 — M1%,c0s 8 — Flcos® —CB et 6 ~ 0

‘1o ..+(C g)x (C g)x F
R e (8 =(L_8), _F
X =Xo XTA\miz T Mz 1) M
2

— X() = HP)(o(P) ~ AF(p), ave o= s

1(9) = =2 avec w,? = > — & -
(p) = avec w, =YE 1

Wr
pZ +(’~)l‘2
etF(t) =n %(X('f) —Xo(t)) — F(p) =np(X(p) — Xo(p))
p) _ 1+anp+(om/w,2)p3

- X(
Soit A(p) =npetG(p) = Xo(p)  1+anp+p?/m.2

Schéma du systéme :

Le capteur pilote [’actionneur

qui améliore [’atténuation.

1
5. Filtre passe — bas du 1" ordre, H(p) = Ttp (Echantillonage : T¢)

1
. (Eu) > H(2) =Y(2)/X(z) = (141/To)—(1/Te) 21
3 . o, . _ T/Tc
— Equation aux différences : vy« = o Vo T

AN:t=1msetTe=50 us — Yk =0,95238 x yi_1 + 0,04762 x Xy
. Réponse impulsionnelle : x; =1, xx=0pourk>1,ypo=1
—y1 =0,95238 + 0,04762 = 1, puis yx = 0,95238%~*, pour k > 2.
. Réponse a un échelon : xy =1, pourk>1,y0=0 (o y(t) =1 — e%/7)
— Vi = 0,95238 Xy _1 + 0,04762 — yi = 1 — 0,95238%, pour k > 1.
1-z71 1-z71

- (Ho) = H(2) = i T T et (ea)—(1-mya1 &= 2T/ Te

— Equation aux différences : (1 + a)yk— (1 —a)yk-1 = Xk — Xk—1.




