FICHC VIO — DUCIIVEES, HICgrauoil €t prumniuves

Definitions (Cf. fiche M4 pour les notions de dérivation, I intervalle réel, n € N.)

Soit f, une fonction réelle d’ensemble de définition Ds, alors, avec a, Xo € D :
F est une primitive de f & F est dérivable et F’ = f. F est donc définie a une cste
pres et pour les réels xo et yo, il existe une seule primitive F de f telle que F(xo) =yo.

Si fest intégrable sur Ds (f y admet une primitive.) : V [«, B] < Dx, f‘ff est définie.
— V X € R tel que [a, X] < Dr, faxf est I’unique primitive de f qui s’annule en a.
— Pour toute primitive F de f et avec [a, b] c Ds, fab f=F(b)-F@).

Rappel : Classe €"(l) : ensemble des fonctions n fois dérivables sur | avec dérivée
né™e continue sur 1. Classe D" (1) : ensemble des fonctions n fois dérivables sur I.

Sommes de Riemann d’une fonction réelle f sur un intervalle [a, b] (SR)
Elles sont les sommes des aires de n rectangles contigus sur [’intervalle [a, b], de lar-
geur que l’on fait tendre vers 0, entre l’axe des abscisses et la courbe représentant f.

Soit f: [a, b] — R bornée et ¢ = (Xo, X, ... , Xn) Une subdivision de [a, b], une somme
de Riemann est : R(f, 6) = YR (Xys1 — Xi) F(&), 00 & € 1xk, Xks1[, KE{O, ..., n—1}.

En particulier, Z,,(f) :% nb-a)f (a +k (b_a)): " hf(a+ kh), h=2"2

n n
Pasde o : 8 = MaXye(o,. n—13}(Xk+1 — Xk), lsin(} R(f,0) = fab f : f est Riemann-intégrable.

Sur [a, b], f continue, continues par morceaux, monotone = f est Riemann-intégrable.

Meéthodes de calcul d’intégrales autres que par les sommes de Riemann : méthode
des trapezes : ajout dans la sommation de Riemann (avec I’aire des rectangles) des
aires des triangles reliant (Xn, f(Xn)), (Xn+1, f(Xn)) €t (Xn+1, f(Xn+1)) , méthode de
Simpson : somme considérant la courbure, pondérée de f(Xn), f(Xn+1) et fF(Xn + Xn+1)/2)

Intégrales impropres f: f, avec f intégrable sur [a, b[ ou sur Ja, b] ou sur ]a, b[,
ou fa+°° f, f intégrable sur [a, +oo[ ou f_am f, f intégrable sur -, a[, avec [a, b] c R.

Intégrale avec un parametre

Soient | ; partie de R, J : intervalle de R et f, fonction a deux variables telle que :
f:1xJ—IK=RouCetF, fonction définie sur | telle que Yx€l, F(X) =f] f(x, t)dt.

Fonction gamma d’Euler (T') : VXER, T(X) = f0+°° e 't*"1dt, I'(x + 1) = xT(x).
r1)=1,r@/2)=vymetvneN, r(n)=(n-1)!,I(n+1/2) = ((2n)!/22"n!)/m.
Fonction zéta de Riemann (7) : Vs€ ]1, +oo[, T(s) = X7 1/n5.  est €*(]1, +o]).
.1/3(s) = X1% u(m)/n® (ou w est la fonction de Mobius définie a /’exo 4 de M3).
. Vérifier que (s — 1)/J(s) = X}Z @(n)/n® (ou @ est I'indicatrice d Euler).



Travaux pratigues et approche expérimentale

Méthodes d’intégration de Riemann, trapézes et Simpson pour f : X +— (1 +1n x)x*

import math as mt

n, a, b, ¢, h, u
v, ire, iri, itr, i

(x)) * mt. (x * mt. (x))

(>

fest €*(]0, 1]) et ses primitives x — x*+ C, sont prolongeables par continuité en 0.
Comparaison des résultats des 3 méthodes avec la primitive F de f pour F(1) =0.

supjoq|f’| supjo 11[f @)
2n? 2880n*
Le minimal de F sur ]0, 1]est atteint en xo pour f(xo) = 0, soit pour xo=e~*.

Erreurs des méthodes (Cf. (Tay)): trapézes : , Simpson :



Compléments aux intégrales de Riemann (f : I = [a,b] - C,a,b € R,a < b)

. f est réglée ssi f admet une limite a gauche et a droite en tout point de I.
L’ensemble de points de discontinuité d’une f° réglée est au plus dénombrable.
Oscillation de f enx, € [a, b] : w(f,x,) = inf sup |[f(x) — f(y)].

V>0 x—xg|<yly—xol<y
Va>0,A,={xq € [a,b],w(f,xq) = a}estfermé (son complémentaire étant ouvert)

A, c A : ensemble des points de discontinuité de f. Si A est négligeable (de mesure
nulle, cf. 1), A, I’est égal® et, puisque compact, I’union dénombrable d’intervalles
ouverts peut étre prise finie dans cette formulation : vV € > 0, 3a > 0, | ¢y, dy[kepang /
YN L dy—cx < sgetA, UxkepanplCo dic[ = £ est Riemann-intégrable.

. Intégrale de Kurzweil-Henstock (KH) ou intégrale de Riemann compléte

I = [a, b], une subdivision marquée d’un intervalle réel, | = [a,b] (a < b) est :

S {(Xg, X1, ., Xp); (ty, ty, . )} tellequea =xg <X, <X, < - <X, < bet
vie [1,n], x;_; < t; <Xx; (n € N, Vi € [1,n] t; « marque » [x;_1, X;]).

8 :[a,b] » R} : jauge sur | et s est « 8-fine » si Vi € [1,n]], x; — X;_1 < 8(t;).

Il existe toujours des subdivisions marquées encore plus fines qu ‘une jauge choisie.
f:1—- Restintégrable au sensde KHsi vV € > 0, 38,, jauge sur I et s, «8.-fine»

tel qu’en notant le réel fab f, intégrale de KH, |fab -3 f(tsi)(xEi — Xsi—l) <e

— Ladérivée f’ de f dérivable sur I est intégrable au sens de KH et fab f' =f(b)-f(a)

. Sommes de Darboux : si f réelle, bornée et subdivisions s = (X;)ic1,nj de [a, b],
Ces sommes sont d(f, s) = Y1u; m;(x; — X;_1) et D(f, s) = 211 M;(x; — Xj_1), oU
vi € [1,n], m; = inf ]f(x) etM; = sup f(x).Sisq,s,, subdivisions de

XEIXi-1.Xi XE[Xj—1,%i]
[a,b] | s; C s,, on démontre (par réc.), d(f,s1) <d(f,s,) < D(f,s,) < D(f,s1).
f est Darboux-intégrable & sup d(f,s) = inf D(f,s).
s : subdivions de f s : subdivions de f

Si f réelle, bornée, f est Darboux-intégrable < f est Riemann-intégrable.

. Intégrale de Lebesgue (mesure extérieure d’un intervalle de bornes a, 8 : | — a|)

Soit A borné. On admet U : ouvertde R & 3 ((ap)nens ndnen) / U = Upenlan, bal
La mesure extérieure de U estdonc m* =), ,cyb, —a, etde A: ot m*(U).

ouvertAcU
A c I est mesurable sim*(A) =b —a — m*(A%) =m, (A) : mesure intérieure de A
Toute réunion ou intersection dénombrable d’ensembles mesurables I’est également.
(Ap)nen Suite d’ens. disjoints mesurables de [0, 1] » m* (U, ey Ap) = Zpey m*(A,)
Soit une f° étagée s=Yx_; A 14, OU Ay € R et Aymesurables forment une partit® Q

Si w: série de mesure finie sur @, alors [ 1, dp = p(Ay), [, sdp=35_; Acn(Ay)

Ex:.f;: x+— sin1/x, f;(0) = 0 est Riemann-intégrable mais n’est pas réglée.
f, : x+— x%cosx 2sur]0,1],f,(0)=0. f," est KH- et non Riemann-intégr.
M3 x> 1six€ R\ Qnlet0sinon, n’est pas Riemann-intégrable car :
vx<yJ=lxy[cL3geQnJ,Vp,qEQp<qIxe R\Q p<x<gq
f . b
mais, méthodes de Lebesgue —>fa f= f[a'b] 1pedr =p(R\Qn[ab])=b-a



Dérivation et intégration de fonctions complexes )
Cp

. Définitions

Un sous-ensemble U de C est connexe si deux points quelconques de U peuvent étre
rejoints par une ligne polygonale incluse dans U. U ouvert — U est un « domaine ».
Soit U une partie de C. Fonction d’une variable complexe : application : f: U — C.
f(x +i.y) = u(x, y) +i.v(x, y), ol u et v sont deux fonctions de R? - R.

Une fonction analytique est une fonction d'une variable réelle ou complexe qui est
développable en série entiére (Cf. fiche M10) au voisinage de tous points de son
domaine de définition. f est holomorphe en un point z, de U si cette limite existe :

lim f(z;—;(") (« dérivée de f en z »). f est holomorphe sur I'ouvert U si elle I’est en
77

tout point de U. f est une fonction entiére si elle est holomorphe dans C.

. Propriétés

Une fonction analytique est holomorphe et infiniment dérivable. Réciproquement, si
f est holomorphe sur un domaine U alors elle est analytique. L'ensemble des fonctions
analytiques sur un ouvert est une algébre : le produit par une constante d'une fonction
analytique, la somme et le produit de fonctions analytiques sont analytiques.
Lorsqu'elle est définie, la composée de fonctions analytiques est analytique. Toute
série entiére de rayon de convergence non nul définit sur son disque de convergence
une fonction analytique. Toute fonction polynomiale est entiere.

. Théoreme de Cauchy : Si une fonction f(z) est analytique dans un domaine
simplement connexe D, alors, pour tous les contours C c D et ayant des extrémités

communes, fc f(z)dz a une valeur unique. Dém. pour f(z) = u(x, y) + i.v(x, y) et f’

continue : [, f(z)dz = |

¢ udx —vdy +i [ vdx + udy. Th. vérifié car f analytique

. ou v v Ju cres .

— cond® de Cauchy-Riem : — = — — et — = — — 3 différentielle totale sous |

ay dx 9y Ox ¢
Formule intégrale de Cauchy, dérivée n-éme (n € N*) d’une fonction analytique
Soit f analytique sur un domaine simplement connexe Q. Pour tout contour y
n! J' f(ll)

2in’y (u-— z)“+1

orienté positivement de Q, vze Q, f(z) = —f L f(z) =

. Développement en série de Laurent d’une fonction analytique f sur une couronne,
C={zeCO0<R;<|z—129| <Ry}:VzZECT(2) =2}, c,(z — z¢)", avec Vn,
1 f _fw

= 2imdy ————du, oU y c C est un contour orienté positivement entourant z,

n
. Application au cercle unité C pour une fonction f holomorphe sur un ouvert
contenant le disque unité (fermé) :fc (u+ 2+ 1/u) (f(u)/u)du =4ixf(0) + 2ixf’(0)
En paramétrant le cercle unité avec la fonction bijective u : [0, 2m[ - C, t — elt,
pour f : cos, foz" cos(e'') cos?(t/2)dt = (1/4i) foz“(eit + 2+ e7%) cos(et)idt = 7.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Classe_de_r%C3%A9gularit%C3%A9

Formules, propriétés

Implications : f dérivable (3 ) = f continue = f intégrable (3 [ f) = f définie.

Sur [a, b], moyenne de f, intégrable : f|,, = fb@ dx = (fab f(x)dx)/(b —a),

a b—a
Sim<f(x) <M, alorsm(b-a) < [ f < M(b—a) et m <,y < M.

Relations de Chasles: [“f= ["f+ [“f, ["f=—["F, ["f=—["F, [*f=0.
Soit f intégrable sur [-a, a], si f estimpaire, [* f = 0 etsi f est paire, [* f=2 []'f.
Dérivée de composée de fonctions dérivables: (go f)' = (g'o f).f".

Dérivée de fonction réciproque - o f et f! sont dérivables: (f~1) =1/ (f'o f~1).

Formule de Leibniz - Dérivée n®™ du produit de f et g, fonctions n fois dérivables :
(f. g)(n) = ZE:O (E)f(k). g(n_k)l

Intégration par parties (IPP) : pourf, g : [a,b] - K (K : corps) continues sur [a, b]
et €'([a, b]) par morceaux. Alors, [ f'(x)g(x)dx = [f()g(x)]% - [ F()g () dx.
Car [(f'g+f.g)=](f.9) = [fg=Ifg9]-[f.g" /

Intégration par parties généralisée (IPPg) : vne N* f,g: [a,b] » K (K : corps)
de classe €"~1([a, b]) et €"([a, b]) par morceaux — En intégrant n fois par parties :

[P E™ g dx = [SR(-DF FO R D 0)g® @)]” + (—D" [P F0g™ @) dx.

Changement de variables (Cht.var) : avec ¢ : [a,b] — R de classe C'([a, b]).
et f, application continue sur un intervalle réel | contenant @([a, b]). Alors :

fota, £ = [ (@)@’ (wdu. Soit: [F f(®)dt = [ f(p)dy.

Si f, g mesurables sur intervalle I. Inégalité an f” < J; lIfll etde Cauchy-Schwarz

pour intégrales réelles ou complexesélcarrésommable:‘fI fg‘ < /fl |2 ”1 lgl?.

Critére de Cauchy pour intégrales impropres (Cauchy.int)
Soita € R, f CPM sur [a, +oo], alors f:m f(t)dt converge ssi :
ve>0, JAE[a +oo[/V(Xy) € [a,+o[%, y > x > A, |fxyf(t)dt| <e.

Régle d’Abel pour intégrales (R.Abel.int)
Soita € R, f, g applications de [a, +co[ sur R (ou C), alors fa+°° f(t)g(t)dt converge.

ssi: . festdeclasse Csur [a, +ool.

. fest décroissante et a pour limite 0 en +oo.
. g est continue sur [a, +oo].

SAM>0/V(x,y) € [a,+oo[2, | [ g(O)dt| < M.



» Intégrations f° dérivable f <>dérivée /'’ ouintégrable f <primitive F (sans cste) (In)

] x© I e~ eV | cos(x) cos(U) sin(U) | Inlx| | InlUl

f- | ax®Y aU'U* | X UeY | =sin() | -U’sin(U) | Ucos(U) | 1/x | U/U
f,

Ff [ infatxl [ 1 jatx) |1, oo (5) Arcsin(i) Inftan (%)| | tan ()
2a la-x a a lal

f— 1 1 1 1 1 1

£ a+x a? —x* a® + x* 22 sin (x) cos? (x)

U’ (x)dx
Ux) '
+ C car du type [ 2U'(x).U(x)dx , [ Inxdx =x(Inx — 1) + C,

sin2x X ) . cos 2x
+E+CCarcosx=(1+cost)/2,fsmx.cosxdx:f n

dx 2 dx 1
.f\/—§:2&+c, [Vxdx=Zx*?+C, [ = —+Ccardutype [ x dx.

. Poura,b,c#0,d, e et f réels, sur tout intevalle ne contenant pas {— d/c} : (c0)
a _ a/c _a b-ad/c

fcx+ddx_fx+d/cdx_ + In|x+d/c|+C.
SiA=d? — 4ce > 0, sur tout intevalle ne contenant pas {(—d + VA)/2c}

a ad

—(2cx+d) b——
[2ED = [z dx+ [ zc dx.
cx2+dx+e cx2+dx+e c(x+d/2c)2+e—-d2%/4c

d
. [ tanxdx =—In|cos x| + C, fﬁ =In|Inx| + C car du type [

Inx (Inx)?
—dx =
X

. [ cos*x dx =

+ C,

ax+b a (b—ad/2c)/c .
——dx=—1 2 + X + 1c<
fcx2+dx+ed 2c njex® +dx + el f(x+d/2c)2+e/c—d2/4c2d C—Sic<0,
ax+b a b—ad/2c)/c +d/2 .
fz— X:—lnlcx2+dx+e|+uA n(x—/c)+C.SIC>O,
cx?+dx+e 2c Je/c—d2/4c? Je/c—d?/4c?
ax+b a b-ad/2c)/c Jd?/4c*—e/c+x+d/2
f—dx:—lnlcx2+dx+e| ( / )/ | [4¢ —e/ctx+d/2c
cx2+dx+e 2¢ 2./d2/4c?~ Jdz/ac?—e/c—x~ d/2c
ax?+bx+f ax (b—ad/c)x+f—ae/c ] .
axTbx+t o _ax + (ré R
f Prdrre f Prdrre dx + C, ... (résolution avec ce qui précede)

. L’intégrale abélienne avec R, fraction rationnelle & deux variables, p/q € Q* et (c0),

x x+b\ /a4 . S
fR( (a +b)p )dx se résoud avec (Cht.var),u= (a IZ) puis avec ce qui précéde.

.Pour a € C,P € C[X], [ e™*P(x)dx =e™*Q(x) + C, on obtient Q € C[X] avec (IPPg).
Par suite,sia € R, P € R[X],onaQ € R[X] / [ cos(ax) P(x)dx= cos(ax) Q(x)+C.
» Intégrales de Riemann (a€ R} ):sia>1, alorsf — converge en +oo (limite finie),

diverge sinon etsi a < 1, alors fo —a convergeen 0 (I|m|te finie), diverge sinon. (Rie)

» Intégrales de Bertrand (a,be R%): fo 5 convergeen0 (limite finie) ssi a <1

ou(azletB>1)etfa convergeen+oOSS|a>10u(a—1etB>1)

0o dx
x%(Inx)P



Régles de Bioche (R.Bi) : détermination d’une intégrale du type [ f(cos x, sin x)dx

» Sif(cosx,sinx)dx est invariante par X — — x, dx — —dx,

on prend alors le changement de variable : t = cos x (— dt = — sin x.dx).
» Sif(cosx,sinx)dx estinvariante par x — w — X, dX — — dx,

on prend alors le changement de variable : t = sin x (— dt = cos x.dx).
» Sif(cosx,sinx)dx estinvariante par X — @ + x, dX — dXx,

on prend alors le changement de variable : t = tan x
(— dt= (1 + tan? x)dx, soit dt = (1 + t?)dx).

» Sinon, on prend le changement de variable : t = tan (x/2)

(— 2dt = (1 + t2)dx, cos x = tan x =

T 1+t2 1-t2

)

1+t2

> Pour [ f(chx,shx)dx, on applique les régles précédentes
a [ f(cos x, sin x)dx puis la fonction hyperbolique correspondante du
changement de variables sauf pour t = tan (x/2) ou [ ’on utilise t = exp(X).

Théoreme de continuité d’une intégrale avec un paramétre

Rappel : I : partie de R, J : intervalle de R et une fonction a deux variables,
f:I1xJ— K=Rou C et F fonction définie sur I telle que Vxel, F(x) :f] f(x, t)dt.
Si Vtel, fest continue pour la 1°¢ variable (x) sur I et CPM pour la 2°™ (t) sur J

et si 3 une fonction @ CPM, positive, intégrable sur J/v (x,t) eI xJ, |f(x,t)| < @(t)
Alors, F est définie et continue sur 1.

Théoreme de dérivation (Leibniz) d’une intégrale avec un parameétre
Si vx€l, f est continue pour la 2°™ variable (t) sur J et intégrable sur J,
. of e . .
Si o (x,t) est définie sur I x J, continue Vt€eJ, pour xel et CPM v x€l, pour te J.

et si 3 une fonction ¢¢ CPM, positive surJ/V (x,t) € | x J, |% (%, t)| < @(b).

Alors, F est définie, de classe C'sur l etV x € I, F’(x) = f] % (x,t) dt.

Théoreme de dérivation (généralisation) d’une intégrale avec un parametre

. Sivxel, fest CPM pour la 2¢™ variable (t) sur J et intégrable sur | en admettant
o . okf .
des dérivées partielles Vk € [1,n], P (n € N¥) vérifiant :
kg

C 3K (x,t) est définie sur I xJ, continue VteJ pour x € | et CPM vx€l, pour te J.

k
. 3 des fonctions @yep1,n; CPM, positives sur J/V (x,t) € 1xJ, % x,t)| < @k (D).

k
Alors, F est définie, de classe €"sur | et VKe[1,n], vx€el, FR(x) = f] %(x, t)dt.



Exercices d’application et grands classigues

Enoncés (Calculs des primitives si définies sur au moins un intervalle réel

et des intégrales entre a et b, réels tels que a < b, si existence ou bien si leur primitive
correspondante est définie sur ['intervalle réel ouvert Ja, b[ et convergeenaetenb
pour le cas des intégrales impropres.)

i1 .
= SinxXx
. 3 i 2 H 2 —
1. Calcul de [ sin3xdx, de [ dx/(1 + sin?x), puis de 0 21cos?x °X

21
2. Caleul de [ %dx.

T
3. Calcul de I = f_4£ fg cos(siny) .sin 2y. cos x . exp (sin x) dxdy.
4

dx

3\/ 2x2—x3

. . 2
4. Convergence et calcul de I’intégrale impropre fo

5. Déterminer pour une fonction f continue et strictement positive sur [0, 1],
i X . 1 « 1/a
etsi elle existe, lim (fo (fx)) dx) . (Cf. Oral ENS)

6. Soient deux réels a, b > a et f de classe €([a, b]) telle que Vx € [a, b], f’(x) > 0.

Déterminer v x € [a, b, 1(x) = [* f(w)du + ;g;) f-1(v)dv.

7.Soitf:R,—»> R/ f0+°° f convergente. Montrer que f décroissante = lim f=0.

Déterminer des exemples de f positive non décroissante n’impliquant pas lim f=0.

8. Soit f, CX(R, R) telle que [~ fZ et [*" £ convergent.

2
Montrer que J " £2 converge et (/7 £'2)" < [T7 2. [T §2,

9. Etude de la suite W de terme général Wh = Ogcos“(u)du, intégrale de Wallis.
(D’aprés CAPES, cf. fiche M8)

Montrer pour n € N que W, —(n+1)W en déduire VpeN*, Wz, = (2p): x=
P q ™2 \ns2) PEN Wor = S2n(pnz 2
W 2%P (p)2 is détermi cquivalent de W
= + 00,
et Wap+1 Zpri) puis déterminer un équivalent de Wh en +o
. . ., nle" up
Etudier les suites u, v de termes généraux un=——=etvan=1In .
n"\/ﬁ Up-—1

En déduire la convergence de Y, v,,.

n
En déduire la formule de Stirling pour n — +oo, n!~ (g) 27Tn .



- . . o b -
Corrigés (en vérifiant a priori ou a posteriori l’existence des | ..., fa ... et en utilisant (In)) :
» 1. (R.Bi)ou VX, sin®x =sinx (1 — cos?x) — [ sin®xdx = (1/3) cos® x — cosx + C.

Et (R.Bi), VXE] [ t= tanx—>f1+smZ _f1-|(-1;t2 ZgArctan (V2tanx) + C.
Avec (Cht.var) de [0,7/2] — [0, 1] = cos(x), du = — sin(x)dx, puis v = u/v2,
sin x fl du :1 1 _f1/ﬁ dv — V2Arctan(v/2/2)

0 2+u? 270 14y /\/—) 1+v2 2

E
0 2+cos?x

1 1
= 2. Avec (Cht.var) pourx € R}, u=+vx, du= W= dx = —— dx, d’ot dx = 2udu,

[0 g f‘““‘““d =4["Inudu = 4[u(1nu—1)]‘/— 4( In2- \/_+1>

=  3.Sur [j E] fy Cos(x)exp(sin(x))dx =exp(sin(y)) — 1ety — Cos(sin(y))sin(Zy)

étant impaire, 1 =2 f cos(sm(y))sm(y)exp (sin(y)) cos(y)dy — Avec (Cht.var),

/4
=sin(y), | =2Re ft/‘/——//zzu exp((1 + Du)du, puis (IPP) — | = ...

1
= 4 Xx+— z———est continue sur ]0, 2[ et convergeenQeten2car:
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T~ % =272/3y"1/3 or [u~Y/3=u?/3 + C (Cf. (Rie)). Avec (Cht.var),
X“—=X
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Alors, f JT \F Zcar1+ud=(1+u)(l-u+u?),donc 1+u3 Py
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[ In(1 4 u) 4 (1/2) In(u? — u + 1) + v3Arctan ((2/\/—)(u — 1/2))]

et
= 5, fcontinue sur le compact [0,1] y atteint ses bornes: Im,M/m < f(x) <M. Icim>0
o /a
Poura € R}, onal(a) = (fol(f(x)) dx)1 =exp ((1/0() In fol exp(aln f(x))dx).
(Tay) pour exp et f étant bornée sur [0,1] — IKe R} /| (f(x))" — 1 — aln f(x)| <Ko?.
Enintégrant, Inl(a) =(1/a) (a fol In f(x) dx) +0(a) — (}l% I(a) = exp(f01 In f).

= 6. Dém1 avec les graphes sym. de f et f-X. Dém2 : |1 € D*([a, b]) ol I’(x) = f(x) + xf*(x)
Or (IPP) — [“uf '(w)du = [uf (w)]% - [~ f(u)du — VX €[a,b], 1(x) = xf(x) - af(a).
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. 7f']R—>]R/f “fov. fN = fpositiveet VXe [1,+oof, [ f <f®) < [ f

— lim [* f=0=1limf=0.Pour f valant vneN", nsur [n,n + n=#] et 0 sinon,
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Sip>a+1>1, f0+°°fcvetl+imf¢ 0.Ex:B=a+2—[ " f=n?/6(CtM1L-(s2))



8. Sur tout intervalle 1 de R, (f.f) = f'2 +f.f” - VX, yER,
[ £.87 = [£.£7%~ [T £2. Donc, comme [*" f.£", [ £ converge car sinon,
11m f(x).f'(x) = +oo, puis 11m f2(x) =+ etf “ £2 ne convergerait pas.

L megallte se déduit de ceIIe de Cauchy Schwarz (Cf. fiche M16) appliquée & une
norme des fonctions continues sur [x, y], u +— fxy u?(t)dtet ligrn f(x).f'(x) =0.
Xx—+oco

9. Suite W de terme général Wi = fog cos™(u) du, intégrale de Wallis. On obtient

Wh :fog sin™(u) du par le cht de variables bijectif, C de [Og] —>[0, g] u:x— g— X.
W est strictement décroissante car cos est continue sur [0, g] etcos(u)€]0,1[ sur]o, g[
vneN, Wi = fog cos™2(x)dx = fog cosx.cos"*1(x)dx , donc par (IPP),

Wiz = [sinx. cos“*l(x)]g - fog(n + 1) sinx (— sin x) cos™(x)dx

— Whs2 = f(?(n + 1) sin®x cos®(x)dx = (n + 1) fg(l — cos? x) cos™(x)dx, soit :
Warz = (0 + 1)(Wa — Wiea), (n + 2)wn+2 = (n+ D)Wy, doi W = (2 )W,
Wo= fZ cos®(x)dx = f2 dx = X]0 =2 W= fz cos(x)dx = [smx]0 =1—-VpeN~,
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Wapi1 = (2p+1) (Zp—l) (5) (3) W D@ @p-D izt L (2p+ )]
vn € N, (n + 2)Wh+2Wh+1= (0 + 1)WWi.1. Donc la suite de terme général
(n + 1)WpWhp41 est constante — (n + 1)WyWni1 = WoWq = /2 > WnWhet =

0
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W \ strictementetVvn € N, Wy >0 —» —2 <« —H 1, — « 2L 1
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TT T
— En + 0, Wni1 ~ Wh , W2 ~ WnWhn+1 = ——— ~ — , donc Wy ~ len +o0,
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nle? 1eh —1)r—1yp= n-1/2
Suites u, v/ un = nnf/ﬁ ,Vn=In ul:l = In(:];(:'/E X (n(nl_)l)!e:{:_l) =In ( (nnl) )
—Vn=1+(Mm—-1/2)In (1 - 1/n). Avec un DL a I’ordre 3 de In, on obtient alors :
vn=1+(n-1/2) (—1/n—1/2n* —1/3n* + 0o(n?)) = — 1/12n? +o(n?).

limoo v, = 0 et la série Y, 1/n? étant convergente, Y, v,, est convergente.

V22, B, vic= i, In (35) = R, (n(u) = Inwe) = In(uy) = Inwy = Inuy) — 1

— La suite de terme général In(u,,) est convergente comme I’est la série Y, v,,.
In étant continue, bijective de R’ sur R de fonction inverse exp, continue,

) nle® n
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Or Wop ~ \/g — % = \E , K=+2m, puisn!~ (S)n\/Znn : formule de (Stirling)



