
 

 
 

Définitions (Cf. fiche M4 pour les notions de dérivation, I intervalle réel, 𝒏 ∈ ℕ.) 

 

▪ Soit f , une fonction réelle d’ensemble de définition Df , alors, avec a, x0 ∈ Df :  

F est une primitive de f  ⇔  F est dérivable et F’ = f . F est donc définie à une cste  

près et pour les réels x0 et y0 , il existe une seule primitive F de f telle que F(x0) = y0.  

Si f est intégrable sur Df (f y admet une primitive.) : ∀ [𝛂, 𝛃] ⊂ Df , ∫ 𝐟
𝛃

𝛂
 est définie.  

→ ∀ x ∈ ℝ tel que [a, x] ⊂ Df , ∫ 𝐟
𝐱

𝐚
 est l’unique primitive de f qui s’annule en a.   

→ Pour toute primitive F de f et avec [a, b] ⊂ Df , ∫ 𝐟
𝐛

𝐚
 = F(b) – F(a) .      

 

▪ Rappel : Classe 𝓒 
n

 (I) : ensemble des fonctions n fois dérivables sur I avec dérivée 

nème continue sur I. Classe 𝓓n
 (I) : ensemble des fonctions n fois dérivables sur I.  

 

▪ Sommes de Riemann d’une fonction réelle f sur un intervalle [a, b] (SR) 

Elles sont les sommes des aires de n rectangles contigus sur l’intervalle [a, b], de lar- 

geur que l’on fait tendre vers 0, entre l’axe des abscisses et la courbe représentant f.  

Soit f : [a, b] → ℝ bornée et 𝛔 = (x0, x1, ... , xn) une subdivision de [a, b], une somme  

de Riemann est : R(f, 𝛔) = ∑ (𝐱𝐤+𝟏 − 𝐱𝐤)𝐧−𝟏
𝐤=𝟎 𝐟(𝛏𝐤), où 𝛏𝐤  ∈ ]xk , xk+1[, k ∈{0, ..., n – 1}.  

En particulier, 𝛴𝑛(𝑓) = 
1

𝑛
 ∑ (𝑏 − 𝑎)𝑛

𝑘=1 𝑓 (𝑎 + 𝑘
(𝑏−𝑎)

𝑛
)= ∑ ℎ𝑛

𝑘=1 𝑓(𝑎 + 𝑘ℎ), h = 

(𝑏−𝑎)

𝑛
 

Pas de 𝛔 : 𝛅 = 𝐌𝐚𝐱𝐤∈{𝟎,…,𝐧−𝟏}(xk+1 – xk), 𝐥𝐢𝐦
𝛅→𝟎

𝐑(𝐟, 𝛔) = ∫ 𝐟
𝐛

𝐚
 : f est Riemann-intégrable.  

Sur [a, b], f continue, continues par morceaux, monotone ⟹ f est Riemann-intégrable.   

 

▪ Méthodes de calcul d’intégrales autres que par les sommes de Riemann : méthode  

des trapèzes : ajout dans la sommation de Riemann (avec l’aire des rectangles) des 

aires des triangles reliant (xn , f(xn)), (xn+1 , f(xn)) et (xn+1 , f(xn+1)) , méthode de 

Simpson : somme considérant la courbure, pondérée de f(xn), f(xn+1) et f((xn + xn+1)/2) 

 

▪ Intégrales impropres ∫ 𝐟
𝐛

𝐚
, avec f intégrable sur [a, b[ ou sur ]a, b] ou sur ]a, b[ ,   

ou ∫ 𝐟
+∞

𝐚
, f intégrable sur [a, + ∞[ ou ∫ 𝐟

𝐚

−∞
, f intégrable sur ]– ∞, a[, avec [a, b] ⊂ ℝ. 

 

▪ Intégrale avec un paramètre 

Soient I : partie de ℝ, J : intervalle de ℝ et f , fonction à deux variables telle que :  

f : I × J → 𝕂 = ℝ ou ℂ et F, fonction définie sur I telle que ∀ x ∈ I, F(x) = ∫ 𝐟(𝐱, 𝐭)𝐝𝐭
𝐉

.  

 

▪ Fonction gamma d’Euler (𝚪) : ∀ x ∈ ℝ, 𝚪(x) = ∫ 𝐞−𝐭𝐭𝐱−𝟏𝐝𝐭
+∞

𝟎
 , 𝚪(x + 1) = x𝚪(x).  

𝚪(1) = 1, 𝚪(1 / 2) = √𝛑  et ∀ n ∈ ℕ∗, 𝚪(n) = (n – 1) ! , 𝚪(n + 1 / 2) = ((𝟐𝐧)! 𝟐𝟐𝐧𝐧!⁄ )√𝛑 .  

Fonction zêta de Riemann (𝛇) : ∀ s ∈ ]𝟏, +∞[, 𝛇 (s) = ∑ 𝟏 𝐧𝐬⁄+∞
𝐧=𝟏 . 𝜻 est 𝓒 

∞
 (]𝟏, +∞[).  

 . 𝟏 𝜻 (𝒔) ⁄ = ∑ 𝝁(𝒏) 𝒏𝒔⁄+∞
𝒏=𝟏  (où 𝝁 est la fonction de Möbius définie à l’exo 4 de M3). 

 . Vérifier que 𝜻 (𝒔 − 𝟏) 𝜻 (𝒔) ⁄ = ∑ 𝝋(𝒏) 𝒏𝒔⁄+∞
𝒏=𝟏  (où 𝝋 est l’indicatrice d’Euler).  



 

Travaux pratiques et approche expérimentale 
 

 

▪ Méthodes d’intégration de Riemann, trapèzes et Simpson pour f : x ⟼ (1 + ln x) x 
x  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

       f est 𝓒 
∞(] 0 , 1]) et ses primitives x ⟼ xx

 +  C, sont prolongeables par continuité en 0. 

                      Comparaison des résultats des 3 méthodes avec la primitive F de f pour F(1) = 0. 

       Erreurs des méthodes (Cf. (Tay)): trapèzes : 
𝒔𝒖𝒑]𝟎,𝟏]|𝒇′′|

𝟏𝟐𝒏𝟐   , Simpson : 
𝒔𝒖𝒑]𝟎,𝟏]|𝒇(𝟒)|

𝟐𝟖𝟖𝟎𝒏𝟒  

       Le minimal de F sur ]0 , 1]est atteint en x0 pour f(x0) = 0, soit pour x0 = e – 1 .  

 



 

▪ Compléments aux intégrales de Riemann (𝐟 ∶ 𝐈 = [𝐚, 𝐛] → ℂ, 𝒂, 𝒃 ∈ ℝ, 𝒂 < 𝒃) 

. 𝐟 est réglée ssi 𝐟 admet une limite à gauche et à droite en tout point de 𝐈.  

L’ensemble de points de discontinuité d’une f ° réglée est au plus dénombrable.  

Oscillation de 𝐟 en 𝐱𝟎 ∈ [𝐚, 𝐛] : 𝛚(𝐟, 𝐱𝟎) = 𝐢𝐧𝐟
𝛄>𝟎

𝐬𝐮𝐩
|𝐱−𝐱𝟎|<𝛄,|𝐲−𝐱𝟎|<𝛄

|𝐟(𝐱) − 𝐟(𝐲)|.  

∀ 𝛂 > 𝟎, 𝐀𝛂  = {𝐱𝟎 ∈ [𝐚, 𝐛], 𝛚(𝐟, 𝐱𝟎) ≥ 𝛂} est fermé (son complémentaire étant ouvert) 

𝐀𝛂 ⊂ 𝐀 : ensemble des points de discontinuité de 𝐟. Si 𝐀 est négligeable (de mesure 

nulle, cf. ↓), 𝐀𝛂 l’est égalt et, puisque compact, l’union dénombrable d’intervalles   

ouverts peut être prise finie dans cette formulation : ∀ 𝛆 > 𝟎, ∃𝛂 > 0, ]𝐜𝐤, 𝐝𝐤[𝐤∈⟦𝟏,𝐍⟧  / 

∑ 𝐝𝐤 − 𝐜𝐤 ≤ 𝛆𝐍
𝐤=𝟏  et 𝐀𝛂 ⊂ ⋃ ]𝐜𝐤, 𝐝𝐤[𝐤∈⟦𝟏,𝐍⟧  → 𝐟 est Riemann-intégrable.   

 

. Intégrale de Kurzweil-Henstock (KH) ou intégrale de Riemann complète 

I = [𝐚, 𝐛], une subdivision marquée d’un intervalle réel, I = [𝐚, 𝐛] (𝒂 < 𝒃) est :  

s : {(𝐱𝟎, 𝐱𝟏, … , 𝐱𝐧) ; (𝐭𝟏, 𝐭𝟐, … , 𝐭𝐧)} telle que 𝐚 = 𝐱𝟎 < 𝐱𝟏 < 𝐱𝟐 < ⋯ < 𝐱𝐧 < 𝐛 et  

∀𝐢 ∈ ⟦𝟏, 𝐧⟧, 𝐱𝐢−𝟏 < 𝐭𝐢 < 𝐱𝐢  (𝒏 ∈ ℕ∗, ∀𝒊 ∈ ⟦𝟏, 𝒏⟧ 𝒕𝒊 « marque » [𝒙𝒊−𝟏, 𝒙𝒊]).  

𝛅 : [𝐚, 𝐛] → ℝ+
∗  : jauge sur I et s est « 𝛅-fine » si ∀𝐢 ∈ ⟦𝟏, 𝐧⟧, 𝐱𝐢 − 𝐱𝐢−𝟏 < 𝛅(𝐭𝐢). 

Il existe toujours des subdivisions marquées encore plus fines qu’une jauge choisie. 

𝐟 ∶ 𝐈 → ℝ est intégrable au sens de KH si ∀ 𝛆 > 𝟎, ∃𝛅𝛆  , jauge sur 𝐈 et 𝐬𝛆 « 𝛅𝛆-fine »  

tel qu’en notant le réel ∫ 𝐟
𝐛

𝐚
, intégrale de KH, |∫ 𝐟

𝐛

𝐚
− ∑ 𝐟(𝐭𝛆𝐢

)(𝐱𝛆𝐢
− 𝐱𝛆𝐢−𝟏

)
𝐧𝛆
𝐢=𝟏 | ≤ 𝛆.   

→ La dérivée 𝐟′
 de f dérivable sur 𝐈 est intégrable au sens de KH et ∫ 𝐟′𝐛

𝐚
 = f(𝐛) – f(𝐚) 

 

. Sommes de Darboux : si 𝐟 réelle, bornée et subdivisions 𝐬  = (𝐱𝐢)𝐢∈⟦𝟏,𝐧⟧ de [𝐚, 𝐛],  

Ces sommes sont 𝐝(𝐟, 𝐬) = ∑ 𝐦𝐢(𝐱𝐢 − 𝐱𝐢−𝟏)𝐧
𝐢=𝟏  et 𝐃(𝐟, 𝐬) = ∑ 𝐌𝐢(𝐱𝐢 − 𝐱𝐢−𝟏)𝐧

𝐢=𝟏 , où  

∀𝐢 ∈ ⟦𝟏, 𝐧⟧, 𝐦𝐢 = 𝐢𝐧𝐟
𝐱∈[𝐱𝐢−𝟏,𝐱𝐢]

𝐟(𝐱) et 𝐌𝐢 = 𝐬𝐮𝐩
𝐱∈[𝐱𝐢−𝟏,𝐱𝐢]

𝐟(𝐱). Si 𝒔𝟏, 𝒔𝟐, subdivisions de  

[𝒂, 𝒃] / 𝒔𝟏 ⊂ 𝒔𝟐, on démontre (par réc.), 𝒅(𝒇, 𝒔𝟏) ≤ 𝒅(𝒇, 𝒔𝟐) ≤ 𝑫(𝒇, 𝒔𝟐) ≤ 𝑫(𝒇, 𝒔𝟏).  

𝐟 est Darboux-intégrable ⟺ 𝐬𝐮𝐩
𝐬 ∶ 𝐬𝐮𝐛𝐝𝐢𝐯𝐢𝐨𝐧𝐬 𝐝𝐞 𝐟

𝐝(𝐟, 𝐬) = 𝐢𝐧𝐟
𝐬 ∶ 𝐬𝐮𝐛𝐝𝐢𝐯𝐢𝐨𝐧𝐬 𝐝𝐞 𝐟

𝐃(𝐟, 𝐬).  

Si 𝐟 réelle, bornée, 𝐟 est Darboux-intégrable ⟺ 𝐟 est Riemann-intégrable.  
 

. Intégrale de Lebesgue (mesure extérieure d’un intervalle de bornes 𝛼, 𝛽 : |𝛽 − 𝛼|) 

Soit 𝐀 borné. On admet 𝐔 : ouvert de ℝ ⟺ ∃ ((𝐚𝐧)𝐧∈ℕ, (𝐛𝐧)𝐧∈ℕ) / 𝐔 = ⋃ ]𝐚𝐧, 𝐛𝐧[𝐧∈ℕ  

La mesure extérieure de 𝐔 est donc 𝐦∗ = ∑ 𝐛𝐧 − 𝐚𝐧𝐧∈ℕ  et de 𝐀 : 𝐢𝐧𝐟
𝐔 𝐨𝐮𝐯𝐞𝐫𝐭,𝐀⊂𝐔

𝐦∗(𝐔). 

𝐀 ⊂ 𝐈 est mesurable si 𝐦∗(𝐀) = 𝐛 − 𝐚 − 𝐦∗(𝐀∁) = 𝐦∗(𝐀) : mesure intérieure de 𝐀 

Toute réunion ou intersection dénombrable d’ensembles mesurables l’est également.  

(𝐀𝐧)𝐧∈ℕ suite d’ens. disjoints mesurables de [𝟎, 𝟏] → 𝐦∗(⋃ 𝐀𝐧𝐧∈ℕ ) = ∑ 𝐦∗(𝐀𝐧)𝐧∈ℕ  

Soit une f ° étagée s = ∑ 𝛌𝐤𝟏𝐀𝐤

𝐧
𝐤=𝟏  où 𝛌𝐤 ∈ ℝ et 𝐀𝐤mesurables forment une partit° 𝛀  

Si 𝛍 : série de mesure finie sur 𝛀, alors ∫ 𝟏𝐀𝐤
𝐝𝛍

𝛀
 = 𝛍(𝐀𝐤), ∫ 𝐬𝐝𝛍

𝛀
 = ∑ 𝛌𝐤𝛍(𝐀𝐤)𝐧

𝐤=𝟏  

 

Ex : . 𝐟𝟏 ∶  𝐱 ⟼ 𝐬𝐢𝐧 𝟏 𝐱⁄ , 𝐟𝟏(𝟎) = 𝟎 est Riemann-intégrable mais n’est pas réglée.    

        . 𝐟𝟐 ∶  𝐱 ⟼ 𝐱𝟐𝐜𝐨𝐬 𝐱−𝟐
 sur ]𝟎, 𝟏], 𝐟𝟐(𝟎) = 𝟎. 𝐟𝟐

′
 est KH- et non Riemann-intégr. 

        . 𝐟𝟑 ∶  𝐱 ⟼ 𝟏 si 𝐱 ∈ ℝ ∖ ℚ ∩ 𝐈 et 𝟎 sinon,  n’est pas  Riemann-intégrable car : 

        ∀𝒙 < 𝒚, 𝑱 = ]𝒙, 𝒚[ ⊂ 𝑰, ∃𝒒 ∈ ℚ ∩ 𝑱, ∀𝒑, 𝒒 ∈ ℚ, 𝒑 < 𝒒, ∃𝒙 ∈  ℝ ∖ ℚ/ 𝒑 < 𝒙 < 𝒒 

         mais, méthodes de Lebesgue → ∫ 𝐟
𝐛

𝐚
 = ∫ 𝟏ℝ∖ℚ𝐝𝛍

[𝐚,𝐛]
 = 𝛍(ℝ ∖ ℚ ∩ [𝐚, 𝐛]) = b – a 



 

▪ Dérivation et intégration de fonctions complexes 

 

. Définitions 

Un sous-ensemble U de ℂ est connexe si deux points quelconques de U peuvent être 

rejoints par une ligne polygonale incluse dans U. U ouvert → U est un « domaine ». 

Soit U une partie de ℂ. Fonction d’une variable complexe : application : f : U → ℂ. 

f(x + i.y) = u(x, y) + i.v(x, y), où u et v sont deux fonctions de ℝ2 → ℝ.  

Une fonction analytique est une fonction d'une variable réelle ou complexe qui est 

développable en série entière (Cf. fiche M10) au voisinage de tous points de son 

domaine de définition. f est holomorphe en un point 𝐳𝟎 de U si cette limite existe : 

𝐥𝐢𝐦
𝐳→𝐳𝟎

𝐟(𝐳)−𝐟(𝐳𝟎)

𝐳−𝐳𝟎
 (« dérivée de f en 𝐳𝟎 »). f est holomorphe sur l'ouvert U si elle l’est en 

tout point de U. f est une fonction entière si elle est holomorphe dans ℂ.  

 

. Propriétés 

Une fonction analytique est holomorphe et infiniment dérivable. Réciproquement, si 

f est holomorphe sur un domaine U alors elle est analytique. L'ensemble des fonctions 

analytiques sur un ouvert est une algèbre : le produit par une constante d'une fonction 

analytique, la somme et le produit de fonctions analytiques sont analytiques. 

Lorsqu'elle est définie, la composée de fonctions analytiques est analytique. Toute 

série entière de rayon de convergence non nul définit sur son disque de convergence 

une fonction analytique. Toute fonction polynomiale est entière.  

 

. Théorème de Cauchy : Si une fonction f(z) est analytique dans un domaine 

simplement connexe D, alors, pour tous les contours C ⊂ D et ayant des extrémités 

communes, ∫ 𝐟(𝐳)𝐝𝐳
𝐂

 a une valeur unique. Dém. pour f(z) = u(x, y) + i.v(x, y) et f ’ 

continue : ∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝐶

 = ∫ 𝑢𝑑𝑥 − 𝑣𝑑𝑦
𝐶

 +𝑖 ∫ 𝑣𝑑𝑥 + 𝑢𝑑𝑦
𝐶

. Th. vérifié car f analytique 

→ cond° de Cauchy-Riem : 
𝜕𝑢

𝜕𝑦
 = – 

𝜕𝑣

𝜕𝑥
  et  

𝜕𝑣

𝜕𝑦
 = 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
 → ∃ différentielle totale sous ∫

𝑪
  

Formule intégrale de Cauchy, dérivée n-ème (n ∈ ℕ∗) d’une fonction analytique 

Soit f analytique sur un domaine simplement connexe Ω. Pour tout contour 𝛄 

orienté positivement de Ω, ∀ z ∈ Ω, f(z) = 
𝟏

𝟐𝐢𝛑
 ∫

𝐟(𝐮)

𝐮−𝐳𝛄
 d𝐮, f 

(n)(z) = 
𝐧!

𝟐𝐢𝛑
 ∫

𝐟(𝐮)

(𝐮−𝐳)𝐧+𝟏𝛄
 d𝐮 

 

. Développement en série de Laurent d’une fonction analytique f sur une couronne,  

C = {𝐳 ∈ ℂ, 𝟎 ≤ 𝐑𝟏 < |𝐳 − 𝐳𝟎| < 𝐑𝟐} : ∀𝐳 ∈ ℂ, f(z) = ∑ 𝐜𝐧(𝐳 − 𝐳𝟎)𝐧+∞
𝐧=−∞ , avec ∀𝒏,  

 𝒄𝒏 = 
𝟏

𝟐𝒊𝝅
 ∫

𝒇(𝒖)

(𝒖−𝒛)𝒏+𝟏𝜸
 d𝒖, où 𝜸 ⊂ C est un contour orienté positivement entourant 𝒛𝟎  

 

. Application au cercle unité C pour une fonction f holomorphe sur un ouvert 

contenant le disque unité (fermé) : ∫ (𝐮 + 𝟐 + 𝟏 𝐮⁄ )
𝐂

(𝐟(𝐮) 𝐮⁄ )𝐝𝐮 = 4iπf (0) + 2iπf ’(0) 

En paramétrant le cercle unité avec la fonction bijective u : [𝟎, 𝟐𝛑[ → C, t ⟼ 𝐞𝐢𝐭
 ,  

pour f : cos,  ∫ 𝐜𝐨𝐬(𝐞𝐢𝐭)
𝟐𝛑

𝟎
𝐜𝐨𝐬𝟐(𝐭 𝟐⁄ )dt = (𝟏 𝟒𝐢⁄ ) ∫ (𝐞𝐢𝐭 + 𝟐 + 𝐞−𝐢𝐭)

𝟐𝛑

𝟎
𝐜𝐨𝐬(𝐞𝐢𝐭)𝐢𝐝𝐭 = π.   

Cpt 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Classe_de_r%C3%A9gularit%C3%A9


 

Formules, propriétés 

 

▪ Implications : f dérivable (∃ f ’) ⇒ f continue ⇒ f intégrable (∃ ∫ f) ⇒ f définie. 
 

▪ Sur [a, b], moyenne de f , intégrable : 𝐟[̅𝐚,𝐛] = ∫
𝐟(𝐱)

𝐛−𝐚

𝐛

𝐚
 dx = (∫ 𝐟(𝐱)𝐝𝐱

𝐛

𝐚
) (𝐛 − 𝐚)⁄ ,  

Si m ≤ f(x) ≤ M, alors m(b – a) ≤ ∫ 𝐟
𝐛

𝐚
 ≤ M(b – a) et m ≤ f[̅a,b] ≤ M.  

 

▪ Relations de Chasles : ∫ 𝐟
𝐜

𝐚
 = ∫ 𝐟

𝐛

𝐚
 + ∫ 𝐟

𝐜

𝐛
 ,  ∫ 𝐟

𝐛

𝐚
 = − ∫ 𝐟

𝐚

𝐛
 , ∫ 𝐟

𝐚

𝟎
 = − ∫ 𝐟

𝟎

𝐚
 , ∫ 𝐟

𝐚

𝐚
 = 0.  

 

▪ Soit f intégrable sur [-a, a], si f est impaire, ∫ 𝐟
𝐚

−𝐚
 = 𝟎 et si f est paire, ∫ 𝐟

𝐚

−𝐚
 = 𝟐 ∫ 𝐟

𝐚

𝟎
.  

 

▪ Dérivée de composée de fonctions dérivables : (𝐠 𝐨 𝐟)′ = (𝐠′𝐨 𝐟). 𝐟′.  

 

▪ Dérivée de fonction réciproque f -1 où f et f -1 sont dérivables : (𝐟−𝟏)′
 = 1 / (𝐟′𝐨 𝐟−𝟏).  

 

▪ Formule de Leibniz - Dérivée nème du produit de f et g, fonctions n fois dérivables :  

(𝐟. 𝐠)(𝐧) = ∑  (𝐧
𝐤
)𝐟(𝐤). 𝐠(𝐧−𝐤)𝐧

𝐤=𝟎 .  
 

▪ Intégration par parties (IPP) : pour f, g : [𝐚, 𝐛] → 𝕂 (𝕂 : corps) continues sur [𝐚, 𝐛]  

et 𝓒 
1([𝐚, 𝐛]) par morceaux. Alors, ∫ 𝐟 ′(𝐱)𝐠(𝐱)𝐝𝐱

𝐛

𝐚
 = [𝐟(𝐱)𝐠(𝐱)]𝐚

𝐛
 –  ∫ 𝐟(𝐱)𝐠′(𝐱)𝐝𝐱

𝐛

𝐚
.  

Car ∫(𝑓′𝑔 + 𝑓. 𝑔′) = ∫(𝑓. 𝑔)′ → ∫ 𝑓′𝑔 = [𝑓. 𝑔] – ∫ 𝑓. 𝑔′.  

 

▪ Intégration par parties généralisée (IPPg) : ∀ n ∈ ℕ∗, f, g : [𝐚, 𝐛] → 𝕂  (𝕂 : corps)  

de classe 𝓒 
n – 1([𝐚, 𝐛]) et 𝓒 

n([𝐚, 𝐛]) par morceaux → En intégrant n fois par parties : 

∫ 𝐟(𝐧)(𝐱)𝐠(𝐱)𝐝𝐱
𝐛

𝐚
 = [∑ (−𝟏)𝐤𝐧−𝟏

𝐤=𝟎 𝐟(𝐧−𝐤−𝟏)(𝐱)𝐠(𝐤)(𝐱)]
𝐚

𝐛
 + (−𝟏)𝐧 ∫ 𝐟(𝐱)𝐠(𝐧)(𝐱)𝐝𝐱

𝐛

𝐚
.  

 

▪ Changement de variables (Cht.var) : avec 𝛗 : [𝐚, 𝐛] → ℝ de classe 𝓒 
1([𝐚, 𝐛]) .  

et f, application continue sur un intervalle réel I contenant 𝛗([𝐚, 𝐛]). Alors :  

∫ 𝐟(𝐭)𝐝𝐭
𝛗(𝐛)

𝛗(𝐚)
 = ∫ 𝐟(𝛗(𝐮))𝛗′(𝐮)𝐝𝐮

𝐛

𝐚
 . Soit : ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝜑(𝑏)

𝜑(𝑎)
 = ∫ 𝑓(𝜑)𝑑𝜑

𝑏

𝑎
.  

 

▪ Si f, g mesurables sur intervalle I. Inégalité ‖∫ 𝐟
𝐈

‖ ≤ ∫ ‖𝐟‖
𝐈

 et de Cauchy-Schwarz 

pour intégrales réelles ou complexes à carré sommable : |∫ 𝐟𝐠̅
𝐈

|  ≤ √∫ |𝐟|𝟐
𝐈

 √∫ |𝐠|𝟐
𝐈

 .  

 

▪ Critère de Cauchy pour intégrales impropres (Cauchy.int) 

Soit a ∈ ℝ, f CPM sur [𝐚, +∞[, alors ∫ 𝐟(𝐭)𝐝𝐭
+∞

𝐚
 converge ssi :  

∀ 𝛆 > 0, ∃A ∈ [𝐚, +∞[ / ∀ (𝐱, 𝐲) ∈ [𝐚, +∞[𝟐, 𝐲 > 𝐱 ≥ A, |∫ 𝐟(𝐭)𝐝𝐭
𝐲

𝐱
| ≤ 𝛆.  

 

▪ Règle d’Abel pour intégrales (R.Abel.int) 

Soit a ∈ ℝ, f, g applications de [𝐚, +∞[ sur ℝ (ou ℂ), alors ∫ 𝐟(𝐭)𝐠(𝐭)𝐝𝐭
+∞

𝐚
 converge.  

ssi :  . f est de classe 𝓒 
1 sur [𝐚, +∞[.  

. f est décroissante et a pour limite 0 en +∞.  

. g est continue sur [𝐚, +∞[.  

. ∃M > 0 / ∀ (𝐱, 𝐲) ∈ [𝐚, +∞[𝟐, |∫ 𝐠(𝐭)𝐝𝐭
𝐲

𝐱
| ≤ M.  

MP 

MP 



 

▪ Intégrations  f ° dérivable f ↔dérivée f ’ ou intégrable f ↔primitive F (sans cste) (In)  
 

 

F-f xα Uα ex eU cos (x) cos (U) sin (U) ln|x| ln|U| 

f - 

f ’ 

αxα−1 αU′Uα−1 ex U’eU - sin (x) -U’sin (U) U’cos (U) 1/x U’/U 

F-f ln |a + x| 1

2a
 ln|

a+x

a−x
| 

1

a
 Arctan(

x

a
) Arcsin (

x

|a|
) ln|tan (

x

2
)| tan (x) 

f – 

f ’ 

1

a + x
 

1

a² − x²
 

1

a² + x²
 

1

√a² − x²
 

1

sin (x)
 

1

cos² (x)
 

 

 

. ∫ tan x dx = – ln|cos x| + C, ∫
dx

x.ln x
 = ln|ln x| + C car du type ∫

𝑼′(𝒙)𝒅𝒙

𝑼(𝒙)
 ,  

. ∫
ln x

x
 dx = 

(ln x)2

2
 + C car du type ∫ 𝟐𝑼′(𝒙). 𝑼(𝒙)𝒅𝒙 , ∫ ln x dx = x(ln x − 1) + C,  

. ∫ cos²x dx = 
sin 2x

4
 + 

x

2
 + C  car 𝑐𝑜𝑠²𝑥 = (1 + 𝑐𝑜𝑠 2𝑥) 2⁄ , ∫ sin x. cos x dx = – 

cos 2x

4
 + C,  

. ∫
dx

√x
 = 2√x + C,  ∫ √x dx = 

2

3
 x3/2 + C , ∫

dx

x2 = –  
1

x
 + C car du type ∫ 𝒙𝜶 𝒅𝒙.  

. Pour a, b, c ≠ 0, d, e et f  réels, sur tout intevalle ne contenant pas {− 𝒅 𝒄⁄ } : (c0) 

∫
a

cx+d
 dx = ∫

a c⁄

x+d c⁄
 dx  = 

a

c
 ln|x + d c⁄ | + C. ∫

ax+b

cx+d
 dx = 

a

c
 x + 

b−ad c⁄

c
 ln|x + d c⁄ | + C.  

Si ∆ = 𝒅𝟐 − 𝟒𝒄𝒆 ≥ 𝟎 , sur tout intevalle ne contenant pas {(−𝒅 ± √∆) 𝟐𝒄⁄ }  

∫
ax+b

cx2+dx+e
 dx = ∫

a

2c
(2cx+d)

cx2+dx+e
 dx + ∫

b−
ad

2c

c(x+d 2c⁄ )2+e−d2 4c⁄
 dx.   

→ ∫
ax+b

cx2+dx+e
 dx =  

a

2c
 ln|cx2 + dx + e| + ∫

(b−ad 2c⁄ ) c⁄

(x+d 2c⁄ )2+e/c−d2 4c²⁄
 dx + C → Si c < 0, 

∫
ax+b

cx2+dx+e
 dx =  

a

2c
 ln|cx2 + dx + e| + 

(b−ad 2c⁄ ) c⁄

√e/c−d2 4c²⁄
 Arctan(

x+d 2c⁄

√e/c−d2 4c²⁄
) + C. Si c > 0, 

∫
ax+b

cx2+dx+e
 dx =  

a

2c
 ln|cx2 + dx + e| – 

(b−ad 2c⁄ ) c⁄

2√d2 4c²⁄ −e/c
 ln|

√d2 4c²⁄ −e/c+x+d 2c⁄

√d2 4c²⁄ −e/c−x−d 2c⁄
| + C. 

∫
ax2+bx+f

cx2+dx+e
 dx = 

ax

c
 + ∫

(b−ad c⁄ )x+f−ae c⁄

cx2+dx+e
 dx + C , ... (résolution avec ce qui précède) 

 

. L’intégrale abélienne avec 𝐑, fraction rationnelle à deux variables, 𝐩 𝐪⁄  ∈ ℚ∗ et (c0), 

  ∫ R (x, (
ax+b

cx+d
)

p q⁄

) dx se résoud avec (Cht.var), u = (
𝐚𝐱+𝐛

𝐜𝐱+𝐝
)

𝟏 𝐪⁄

 puis avec ce qui précède. 

. Pour 𝛂 ∈ ℂ, 𝐏 ∈ ℂ[X], ∫ eαxP(x)dx = eαxQ(x) + C, on obtient 𝐐 ∈ ℂ[𝐗] avec (IPPg).  

  Par  suite, si 𝒂 ∈ ℝ, 𝑷 ∈ ℝ[𝑿], on a 𝑸 ∈ ℝ[𝑿] / ∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥) 𝑃(𝑥)𝑑𝑥= 𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥) 𝑄(𝑥)+C. 
 

▪ Intégrales de Riemann (a ∈ ℝ+
∗ ) : si 𝛂 > 1, alors ∫

𝐝𝐱

𝐱𝛂

+∞

𝐚
 converge en +∞ (limite finie),  

diverge sinon et si 𝛂 < 1, alors ∫
𝐝𝐱

𝐱𝛂

𝐚

𝟎
 converge en 0 (limite finie), diverge sinon. (Rie) 

 

▪ Intégrales de Bertrand (a, b ∈ ℝ+
∗ ) : ∫

𝐝𝐱

𝐱𝛂(𝐥𝐧 𝐱)𝛃

𝐛

𝟎
 converge en 0 (limite finie) ssi 𝛂 < 1  

ou (𝛂 = 1 et 𝛃 > 1) et ∫
𝐝𝐱

𝐱𝛂(𝐥𝐧 𝐱)𝛃

+∞

𝐚
 converge en + ∞ ssi 𝛂 > 1 ou (𝛂 = 1 et 𝛃 > 1).  



 

▪ Règles de Bioche (R.Bi) : détermination d’une intégrale du type ∫ 𝐟(𝐜𝐨𝐬 𝐱 , 𝐬𝐢𝐧 𝐱)dx 

 

➢ Si 𝐟(𝐜𝐨𝐬 𝐱 , 𝐬𝐢𝐧 𝐱)dx est invariante par x → – x, dx → – dx,  

on prend alors le changement de variable : t = cos x (→ dt = – sin x.dx).  

➢ Si 𝐟(𝐜𝐨𝐬 𝐱 , 𝐬𝐢𝐧 𝐱)dx est invariante par x → π – x, dx → – dx,  

on prend alors le changement de variable : t = sin x (→ dt = cos x.dx).  

➢ Si 𝐟(𝐜𝐨𝐬 𝐱 , 𝐬𝐢𝐧 𝐱)dx est invariante par x → π + x, dx → dx,  

on prend alors le changement de variable : t = tan x  

(→ dt = (1 + tan2 x)dx, soit dt = (1 + t2)dx).  

➢ Sinon, on prend le changement de variable : t = tan (x/2)  

(→ 2dt = (1 + t2)dx, cos x = 
1−t2

1+t2 , sin x = 
2t

1+t2 , tan x = 
2t

1−t2 )

➢ Pour ∫ 𝒇(𝒄𝒉 𝒙 , 𝒔𝒉 𝒙)dx, on applique les règles précédentes  

à ∫ 𝑓(𝑐𝑜𝑠 𝑥 , 𝑠𝑖𝑛 𝑥)dx puis la fonction hyperbolique correspondante du  

changement de variables sauf pour t = tan (x/2) où l’on utilise t = exp(x) .  

 

▪ Théorème de continuité d’une intégrale avec un paramètre  

Rappel : I : partie de ℝ, J : intervalle de ℝ et une fonction à deux variables,  

f : I × J → 𝕂 = ℝ ou ℂ et F fonction définie sur I telle que ∀ x ∈ I, F(x) = ∫ 𝐟(𝐱, 𝐭)𝐝𝐭
𝐉

.  

Si ∀ t ∈ J, f est continue pour la 1ère variable (x) sur I et CPM pour la 2ème (t) sur J  

et si ∃ une fonction 𝛗 CPM, positive, intégrable sur J / ∀ (x, t) ∈ I × J, |𝐟(𝐱, 𝐭)| ≤ 𝛗(𝐭) 

Alors, F est définie et continue sur I.  

 

▪ Théorème de dérivation (Leibniz) d’une intégrale avec un paramètre   

Si ∀ x ∈ I, f est continue pour la 2ème variable (t) sur J et intégrable sur J,  

si 
∂f

∂x
 (x,t) est définie sur I × J, continue ∀ t ∈ J, pour x ∈ I et CPM ∀ x ∈ I, pour t ∈ J.   

et si ∃ une fonction 𝛗 CPM, positive sur J / ∀ (x, t) ∈ I × J, |
𝛛𝐟

𝛛𝐱
(𝐱, 𝐭)| ≤ 𝛗(𝐭).  

Alors, F est définie, de classe 𝓒 
1 sur I et ∀ x ∈ I, F’(x) = ∫

𝛛𝐟

𝛛𝐱
(𝐱, 𝐭)

𝐉
𝐝𝐭.  

 

▪ Théorème de dérivation (généralisation) d’une intégrale avec un paramètre   

. Si ∀ x ∈ I, f est CPM pour la 2ème variable (t) sur J et intégrable sur I en admettant  

des dérivées partielles ∀ k ∈ ⟦𝟏, 𝐧⟧ , 
𝛛𝐤𝐟

𝛛𝐱𝐤  (𝒏 ∈ ℕ∗) vérifiant :  

. 
∂kf

∂xk (x,t) est définie sur I × J, continue ∀ t ∈ J pour x ∈ I et CPM ∀ x ∈ I, pour t ∈ J.  

. ∃ des fonctions 𝛗𝐤∈⟦𝟏,𝐧⟧ CPM, positives sur J / ∀ (x, t) ∈ I × J, |
𝛛

𝐤
𝐟

𝛛𝐱𝐤 (𝐱, 𝐭)| ≤ 𝛗𝐤(𝐭).  

Alors, F est définie, de classe 𝓒 
n sur I et ∀𝐤 ∈ ⟦𝟏, 𝐧⟧, ∀ x ∈ I, F(k)(x) = ∫

𝛛
𝐤

𝐟

𝛛𝐱𝐤 (𝐱, 𝐭)𝐝𝐭
𝐉

. 



 

Exercices d’application et grands classiques 

 

Énoncés ( Calculs des primitives si définies sur au moins un intervalle réel  

et des intégrales entre a et b, réels tels que a ≤ b, si existence ou bien si leur primitive  

correspondante est définie sur l’intervalle réel ouvert ]a, b[ et converge en a et en b  

pour le cas des intégrales impropres. ) 
 

▪ 1. Calcul de ∫ 𝐬𝐢𝐧𝟑𝐱𝐝𝐱, de ∫ 𝐝𝐱 (𝟏 + 𝐬𝐢𝐧𝟐𝐱)⁄ , puis de ∫
𝐬𝐢𝐧 𝐱

𝟐+𝐜𝐨𝐬² 𝐱

𝛑

𝟐
𝟎

 dx.  

 

▪ 2. Calcul de ∫
𝐥𝐧 𝐱

√𝐱

𝟐

𝟏
 dx.  

 

▪ 3. Calcul de I = ∫  ∫ 𝐜𝐨𝐬(𝐬𝐢𝐧 𝐲) . 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝐲 . 𝐜𝐨𝐬 𝐱 . 𝐞𝐱𝐩(𝐬𝐢𝐧 𝐱)𝐝𝐱𝐝𝐲
𝐲

𝟎

𝛑

𝟒

−
𝛑

𝟒

.  

 

▪ 4. Convergence et calcul de l’intégrale impropre ∫
𝐝𝐱

√𝟐𝐱𝟐−𝐱𝟑𝟑

𝟐

𝟎
 .  

 

▪ 5. Déterminer pour une fonction f continue et strictement positive sur [𝟎, 𝟏],  

et si elle existe, 𝐥𝐢𝐦
 𝛂→𝟎+ 

(∫ (𝐟(𝐱))
𝛂𝟏

𝟎
𝐝𝐱)

𝟏 𝛂⁄

 . (Cf. Oral ENS) 

 

▪ 6. Soient deux réels a, b > a et f de classe 𝓒 
1([𝐚, 𝐛]) telle que ∀ x ∈ [𝐚, 𝐛], f ’(x) > 0 .  

Déterminer ∀ x ∈ [𝐚, 𝐛], I(x) = ∫ 𝐟(𝐮)𝐝𝐮
𝐱

𝐚
 + ∫ 𝐟−𝟏(𝐯)𝐝𝐯

𝐟(𝐱)

𝐟(𝐚)
 .  

 

▪ 7. Soit f : ℝ+→ ℝ   / ∫ 𝐟
+∞

𝟎
 convergente. Montrer que f décroissante ⟹ 𝐥𝐢𝐦

+∞
𝐟 = 0.   

Déterminer des exemples de f positive non décroissante n’impliquant pas 𝐥𝐢𝐦
+∞

𝐟 = 0.  

 

▪ 8. Soit f, 𝓒 
2

 (ℝ, ℝ) telle que ∫ 𝐟𝟐+∞

−∞
 et ∫ 𝐟′′𝟐+∞

−∞
 convergent.   

Montrer que ∫ 𝐟′𝟐+∞

−∞
 converge et (∫ 𝐟′𝟐+∞

−∞
)

2
 ≤ ∫ 𝐟𝟐+∞

−∞
.∫ 𝐟′′𝟐+∞

−∞
.  

 

▪ 9. Etude de la suite W de terme général Wn = ∫ 𝐜𝐨𝐬𝐧(𝐮)
𝛑

𝟐
𝟎

 du, intégrale de Wallis.  

(D’après CAPES, cf. fiche M8)   

Montrer pour n ∈ ℕ que Wn+2 = (
𝐧+𝟏

𝐧+𝟐
)Wn , en déduire ∀ p ∈ ℕ∗, W2p = 

(𝟐𝐩)!

𝟐𝟐𝐩(𝐩!)𝟐 × 

𝛑

𝟐
  

et W2p+1  =  

𝟐𝟐𝐩(𝐩!)𝟐

(𝟐𝐩+𝟏)!
 , puis déterminer un équivalent de Wn en + ∞.  

Etudier les suites u, v de termes généraux un = 
𝐧!𝐞𝐧

𝐧𝐧√𝐧
  et vn = ln 

𝐮𝐧

𝐮𝐧−𝟏
 . 

En déduire la convergence de ∑ 𝐯𝐧.  

En déduire la formule de Stirling pour n → + ∞, n ! ~ (
𝐧

𝐞
)

𝐧

 √𝟐𝛑𝐧 . 



 

  Corrigés (en vérifiant a priori ou a posteriori l’existence des ∫ … , ∫ …
𝑏

𝑎
 et en utilisant (In)) :  

▪ 1. (R.Bi) ou ∀ x, 𝐬𝐢𝐧𝟑𝐱 = 𝐬𝐢𝐧 𝐱 (𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝟐𝐱) → ∫ 𝐬𝐢𝐧𝟑𝐱 dx = (𝟏 𝟑⁄ ) 𝐜𝐨𝐬𝟑 𝐱 − 𝐜𝐨𝐬 𝐱 + C . 

Et (R.Bi), ∀ x ∈ ]
−π

2
,

π

2
[, t = tan x → ∫

𝐝𝐱

𝟏+𝐬𝐢𝐧𝟐𝐱
 = ∫

dt

1+2t2 = 
√𝟐

𝟐
 𝐀𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧 (√𝟐 𝐭𝐚𝐧 𝐱) + C . 

Avec (Cht.var) de [𝟎, 𝛑 𝟐⁄ ] → [𝟎, 𝟏], u = cos(x), du = – sin(x)dx, puis v = u √2⁄ ,  

∫
𝐬𝐢𝐧 𝐱

𝟐+𝐜𝐨𝐬² 𝐱

𝛑

𝟐
𝟎

 dx = ∫
du

2+u2

1

0
 = 

1

2
 ∫

du

1+(u √2⁄ )
2

1

0
 = 

√𝟐

𝟐
 ∫

𝐝𝐯

𝟏+𝐯𝟐

𝟏/√𝟐

𝟎
  = 

√𝟐𝐀𝐫𝐜𝐭𝐚𝐧(√𝟐/𝟐)

𝟐
  

 

▪ 2. Avec (Cht.var) pour x ∈ ℝ+
∗

 , u = √𝐱 , du = 
1

2√x
 dx = 

1

2u
 dx, d’où dx = 2udu,   

∫
𝐥𝐧 𝐱

√𝐱

𝟐

𝟏
 dx = ∫

2u.ln u2

u

√2

1
 du = 4∫ ln u

√2

1
 du = 4[u(ln u − 1)]1

√2 = 4 (
√𝟐
𝟐

𝐥𝐧 𝟐 – √𝟐 + 𝟏) 

 

▪ 3. Sur [
−π

4
,

π

4
], ∫ cos(x)exp(sin(x))dx

y

0
 = exp(sin(y)) − 1 et y ⟼ cos(sin(y))sin(2y) 

étant impaire, I = 2 ∫ cos(sin(y))sin(y)exp(sin(y)) cos(y)dy
+π 4⁄

−π 4⁄
 → Avec (Cht.var),  

u = 𝐬𝐢𝐧(𝐲), I = 𝟐𝕽𝖊 ∫ 𝐮. 𝐞𝐱𝐩((𝟏 + 𝐢)𝐮)𝐝𝐮
+√𝟐 𝟐⁄

−√𝟐 𝟐⁄
, puis (IPP) → I = …  

 

▪ 4. x ⟼ 
𝟏

√𝟐𝐱𝟐−𝐱𝟑𝟑  est continue sur ]0 , 2[ et ∫
𝐝𝐱

√𝟐𝐱𝟐−𝐱𝟑𝟑

𝟐

𝟎
 converge en 0 et en 2 car :  

En 0, 
1

√2x2−x33  ~ 
1

√2x23  = 
x−2 3⁄

√2
3  , or ∫ x−2 3⁄

 = x1 3⁄  +  C. En 2, u = 2 – x → 0,  

1

√2x2−x33  ~ 
2−2 3⁄

√u
3  = 2−2 3⁄ u−1 3⁄  or ∫ u−1 3⁄

 = u2 3⁄  +  C (Cf. (Rie)). Avec (Cht.var),  

u(x) = √
𝟐

𝐱
− 𝟏

𝟑
 , 

du

dx
 = (

−2

3x2
) (

2

x
− 1)

−2 3⁄

 → dx = (
−𝟑𝐱𝟐

𝟐
)u2du et u3 = 

2

x
− 1 → x = 

𝟐

𝟏+𝐮𝟑 

Donc, ∫
dx

√2x2−x33

2

0
 = ∫

dx

x √
2

x
−1

3

2

0
 = ∫ (

3

2
)

+∞

0

x2u2

xu
 du = (

3

2
) ∫

2u

1+u3

+∞

0
 du = ∫

3u

1+u3

+∞

0
 du.   

Alors, ∫
𝐝𝐱

√𝟐𝐱𝟐−𝐱𝟑𝟑

𝟐

𝟎
 = 

𝟐𝛑

√𝟑
  car 1 + u3 = (1 + u)(1 – u + u2), donc 

3u

1+u3 = 
a

1+u
 + 

bu+c

1−u+u2 

et en identifiant 
3u

1+u3 = 
−1

1+u
+

u+1

1−u+u2 = 
−1

1+u
+ (

1

2
)

2u−1

1−u+u2 + (
3

2
)

1

(u−1 2⁄ )2+3 4⁄
 

→ ∫
dx

√2x2−x33

2

0
 = [− ln(1 + u) + (1 2⁄ ) ln(u2 − u + 1) + √3Arctan ((2 √3⁄ )(u − 1 2⁄ ))]

0

+∞
  

 

▪ 5. f continue sur le compact [0,1] y atteint ses bornes : ∃m, M / m ≤ f(x) ≤ M. Ici m > 0 

Pour 𝛂 ∈ ℝ+
∗

 , on a I(𝛂) = (∫ (𝐟(𝐱))
𝛂𝟏

𝟎
𝐝𝐱)

𝟏 𝛂⁄

 = exp ((1 α⁄ ) ln ∫ exp(α ln f(x))dx
1

0
) .  

(Tay) pour exp et f étant bornée sur [0,1] → ∃K∈ ℝ+
∗

 / |(f(x))
α

− 1 − α ln f(x)| ≤ Kα2.  

En intégrant, ln I(𝛂) = (𝟏 𝛂⁄ ) (𝛂 ∫ 𝐥𝐧 𝐟(𝐱) 𝐝𝐱
𝟏

𝟎
) + O(𝛂) → 𝐥𝐢𝐦

𝛂→𝟎+
𝐈(𝛂) = exp(∫ 𝐥𝐧 𝐟

𝟏

𝟎
). 

 

▪ 6. Dém1 avec les graphes sym. de f et f 
-1. Dém2 : I ∈ D1

 ([𝐚, 𝐛]) où I’(x) = f(x) + xf ’(x) 

Or (IPP) → ∫ 𝐮𝐟 ′(𝐮)𝐝𝐮
𝐱

𝐚
 = [𝐮𝐟(𝐮)]𝐚

𝐱 – ∫ 𝐟(𝐮)𝐝𝐮
𝐱

𝐚
 → ∀ x ∈ [𝐚, 𝐛], I(x) = xf(x) – af(a).  

 

▪ 7. f : ℝ+→ ℝ   / ∫ 𝐟
+∞

𝟎
 cv. f ↘ ⟹ f positive et ∀ x ∈ [𝟏, +∞[, ∫ 𝐟

𝐱+𝟏

𝐱
  ≤ 𝐟(𝐱) ≤ ∫ 𝐟

𝐱

𝐱−𝟏
.   

→ 𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

∫ 𝐟
𝐱

𝐱−𝟏
 = 0 ⟹ 𝐥𝐢𝐦

+∞
𝐟 = 0. Pour f valant ∀ n ∈ ℕ∗, 𝐧𝛂

 sur [𝐧, 𝐧 + 𝐧−𝛃] et 0 sinon,  

si 𝛃 > 𝛂 + 𝟏 ≥ 1, ∫ 𝐟
+∞

𝟎
 cv et 𝐥𝐢𝐦

+∞
𝐟 ≠ 0. Ex : 𝜷 = 𝜶 + 2 → ∫ 𝒇

+∞

𝟎
 = 𝝅𝟐 𝟔⁄  (Cf M11 - (s2))  



 

▪ 8. Sur tout intervalle I de ℝ, (𝐟. 𝐟′)′ = 𝐟′𝟐 + 𝐟. 𝐟′′ → ∀ x, y ∈ ℝ,  

∫ 𝐟. 𝐟′′𝐲

𝐱
 = [𝐟. 𝐟′]𝐱

𝐲
 – ∫ 𝐟′𝟐𝐲

𝐱
. Donc, comme ∫ 𝐟. 𝐟′′+∞

−∞
, ∫ 𝐟′𝟐+∞

−∞
 converge car sinon,  

𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐟(𝐱). 𝐟′(𝐱) = ±∞, puis 𝐥𝐢𝐦
𝐱→+∞

𝐟𝟐(𝐱) = ±∞ et ∫ 𝐟𝟐+∞

−∞
 ne convergerait pas.  

L’inégalité se déduit de celle de Cauchy-Schwarz (Cf. fiche M16) appliquée à une  

norme des fonctions continues sur [x, y], 𝐮 ⟼ ∫ 𝐮𝟐(𝐭)𝐝𝐭
𝐲

𝐱
 et 𝐥𝐢𝐦

𝐱→±∞
𝐟(𝐱). 𝐟′(𝐱) = 0.   

 

▪ 9. Suite W de terme général Wn = ∫ 𝐜𝐨𝐬𝐧(𝐮)
𝛑

𝟐
𝟎

 du, intégrale de Wallis. On obtient  

Wn =∫ 𝐬𝐢𝐧𝐧(𝐮)
𝛑

𝟐
𝟎

 du par le cht de variables bijectif, C1 de [0,
π

2
] →[0,

π

2
], u : x ⟼ 

π

2
 – x.  

W est strictement décroissante car cos est continue sur [0,
π

2
] et cos(u) ∈ ]0,1[ sur ]0,

π

2
[  

∀n ∈ ℕ, Wn+2 = ∫ cosn+2(x)
π

2
0

 dx = ∫ cos x . cosn+1(x)
π

2
0

 dx , donc par (IPP),  

Wn+2 = [sin x . cosn+1(x)]
0

π

2  – ∫ (n + 1)
π

2
0

sin x (− sin x) cosn(x)dx  

→ Wn+2 = ∫ (n + 1)
π

2
0

sin² x cosn(x)dx = (n + 1) ∫ (1 − cos2 x) cosn(x)
π

2
0

dx, soit :  

Wn+2 = (n + 1)(Wn – Wn+2), (n + 2)Wn+2 = (n + 1)Wn , d’où Wn+2 = (
𝐧+𝟏

𝐧+𝟐
)Wn .  

W0 = ∫ cos0(x)
π

2
0

 dx = ∫ dx
π

2
0

 = [x]
0

π

2  = 
𝛑

𝟐
 , W1 = ∫ cos(x)

π

2
0

 dx = [sin x]
0

π

2  = 1 → ∀p ∈ ℕ∗, 

W2p = (
2p−1

2p
) (

2p−3

2p−2
) … (

3

4
) (

1

2
)W0 = 

π(2p)(2p−1)(2p−2)…×3×2×1

2((2p)(2p−2)…×4×2)
2  = 

(𝟐𝐩)!

𝟐𝟐𝐩(𝐩!)𝟐  × 

𝛑

𝟐
 

W2p+1 = (
2p

2p+1
) (

2p−2

2p−1
) … (

4

5
) (

2

3
) W1 = 

((2p)(2p−2)…×4×2)
2

(2p+1)(2p)(2p−1)…×3×2×1
 × 1 = 

𝟐𝟐𝐩(𝐩!)𝟐

(𝟐𝐩+𝟏)!
   

∀n ∈ ℕ, (n + 2)Wn+2Wn+1= (n + 1)WnWn+1 . Donc la suite de terme général  

(n + 1)WnWn+1 est constante → (n + 1)WnWn+1 = W0W1 = π 2⁄  → WnWn+1 = 
𝛑

𝟐(𝐧+𝟏)
 

W ↘ strictement et ∀n ∈ ℕ, Wn > 0 → 
Wn+2

Wn
 < 

Wn+1

Wn
 < 1→ 

n+1

n+2
 < 

Wn+1

Wn
 < 1 .  

→ En + ∞, Wn+1 ~ Wn , Wn
2 ~ WnWn+1 = 

π

2(n+1)
 ~ 

𝛑

𝟐𝐧
 , donc Wn ~ √

𝛑

𝟐𝐧
 en + ∞.  

Suites u, v / un = 
𝐧!𝐞𝐧

𝐧𝐧√𝐧
 , vn = ln 

𝐮𝐧

𝐮𝐧−𝟏
 = ln(

n!en

nn√n
×

(n−1)n−1√n−1

(n−1)!en−1 ) = ln(e (
n−1

n
)

n−1/2

)  

→ vn = 1 + (𝐧 − 𝟏/𝟐)ln (𝟏 − 𝟏 𝐧⁄ ). Avec un DL à l’ordre 3 de ln, on obtient alors :  

vn = 1 + (n − 1/2) (− 1 n⁄ − 1 2n2⁄ − 1 3n3 + o(n3)⁄ ) = − 𝟏 𝟏𝟐𝐧𝟐⁄  +𝐨(𝐧𝟐).  

lim
n→+∞

vn = 0 et la série ∑ 1 n2⁄  étant convergente, ∑ 𝐯𝐧 est convergente.  

∀n ≥ 2, ∑ vk
n
k=2  = ∑ ln (

uk

uk−1
)n

k=2  = ∑ (ln(uk) − ln uk−1)n
k=2  = ln(un) − ln u1 = ln(un) − 1 

→ La suite de terme général 𝐥𝐧(𝐮𝐧) est convergente comme l’est la série ∑ 𝐯𝐧  .  

ln étant continue, bijective de ℝ+
∗  sur ℝ de fonction inverse exp, continue,  

la suite u cv donc vers K = exp ( lim
n→+∞

ln un) > 0 → 
n!en

nn√n
 ~ K → n ! ~ K(

𝐧

𝐞
)

𝐧

 √𝐧.  

W2p = 
(2p)!

22p(p!)2 × 
π

2
 → En+ ∞, W2p ~ 

K(
2p

e
)

2p
 √2p

22p(K(
p

e
)

p
 √p)

2 × 
π

2
 =  

22p √2p

22pKp
 × 

π

2
 = 

π

K
√

1

2p
  .  

Or W2p ~ √
π

4p
 → 

π

K
 = √

π

2
 , K = √𝟐𝛑 , puis n ! ~ (

𝐧

𝐞
)

𝐧

 √𝟐𝛑𝐧 : formule de (Stirling) 


